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и координатъ........- & и 
Задачи. . ОВ Е вы ее и Ве: 
ЛА ТРИНАДЦАТЫЙ. Уравнене плоскости. ......... че 394. 
Геометрическое значеше уравненя первой степени съ тремя перемфнными ко- ыы 


ординатами 2, {И 3. еее еее 


. 346 


Уравнене прямой... +... а 6 
Геометрическое значеше коэищентовъ въ уравнени прямой. о ль о 
Задачи на прямую и плоскость.....- О р о 
Задачи. еее» ВЕ ВНЯ нь > вы . 36: 
ОТДВЛЬ ВА лОаый, Уравнене поверхности шара........ о 
Уравнеше цилиндрической поверхности... .....--.---- о ГА х 
Уравнеше конической поверхности... ет ееннен ть . зе: 867 
Уравнен!е конообразной поверхности. .... а нь а серое» 368 


Уравнене винтовой лини и винтовой поверхности. „ен еее ен + 


Уравнешя поверхностей тьлъ вращеня.......... . ый 
Ба о: : т 
Отв$ты на предложенныя задачи..... а и 
ЗАМБЧЕННЫЯ ОШИБКИ И ОПЕЧАТКИ: 
Стр. Зал, Напечатано, Должно быть. 
И 7 (строка) в. . уп. т 
— 8 += 36с 
117 122 #—5 
117 144 +16 
236 109 дрети трети. 


} 


ЧАСТЬ ПЕРВАЯ. 


ПРИЛОЖЕНИЕ АЛГЕБРЫ КЪ ГЕОМЕТРИИ. 


Предметь приложешя азгебры къ геометрум. Выражене протяжен!Й числами, Количества 
одного, двухъ и трехъ измёренй. Количества четырехь, пяти и т. д. измвренй. 0 про- 
тивоположныхь направяешахь ини. Задачи. Правила для рёшешя геометрических» во- 
просовъ помощи алгебры. Измфреше формуль. Числа нулеваго изиврешя. Однородныя 
формулы и уравнешя. Однородность уравнен!Й, получаемыхь при рАшеши геометрическихь 
вопросовъ. Случай ея нарушешя. Возстановдене однородности. Построеше алгебраическихь 
формуль рашональныхь и иррашональныхь. Построеше формузль, содержащихь тригоно- 
метрическя величины. Изсафдоваше и построеше корней ивадратнаго уравненя. Примёры 
для приложешя способовь построешя формуль и изсаздовашя вопросов. Задачи, 


\ 1. Предметъ приложешя алгебры къ гвометрйи. Пред- 
меть приложеня алгебры къ геометрии, какъ показываеть само на- 
зваше, состоитъ въ рёшены геометрическихь вопросовъ помощю 
алгебры. Въ прежнее время подъь этимъ назвашемь были изв®етны 
велыя изслфдованя надъ геометрическими протяженями помощио 
алгебры; въ настоящее же время подъ назвашемъ «приложешя. 
алгебры къ геометр!и». извфетенъ большею частью тотъ отдфлЬ, въ 
которомъ занимаются изложешемь ршешя при помощи алгебраи- 
ческаго анализа опредзленныхь геометрическихь вопросовъ, отно- 
сящихся въ элементарной геометрии, потому что другую часть при- 
ложеня алгебры къ геометри, въ которой разсматриваются кашя 
угодно линш и поверхности, назвали аналитическою зеометрею, 
излагаемую въ этой книг въ Ши Ш частяхъ. 

Веть (\1ефез), французеый геометръ, первый сталь выражать 
поередетвомь уравненй зависимость межху данными и неизвфетными 
частями фигуры. Посл него Декарте (Резсаг{ез), также знамени- 
тый французекй геометръ, не только убсовершенствоваль приемы, 

. 1 
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предложенные В!етомъ, но предложилъ новые способы изслФдовашя 
плоекихъ линй. Позднзйние геометры усовершенствовали изслФдо- 
ваня лин на плоскости и дали еще новые способы изелёдованя 
лин и поверхностей, помфщенныхь въ пространств®. 


Выгода отъ рёшешя геометрическихъ вопросовъ помощно алгебры 
заключается главнымъ образомъ въ томъ, что бываетъ возможно 
иногда выражать зависимость между такими геометрическими вопро- 
сами, связь между которыми трудно открыть непоередственно, а 
также и въ упрощени рёшешя многихъ вопросовъ. 


\ 2. Выражен!е протяжен1й числами. Количества, одного, 
двухъ и трехъ измфрен!Й. Чтобы приложить алгебраическй 
анализъ къ геометрическимъь протяжен!ямъ. ихъ обыкновенно выра- 
жаютъ числами или, въ боле общемъ видЪ, буквами, показываю- 
щими отношеня разематриваемыхь протяжешй къ однороднымь съ 
ними протяженямъ, принятымъ за единицы мфры. Такъ, длину ли- 
ни выражаютъ числомъ, называемымь линейнымг, которое пока- 
зываетъ отношене ея къ длинф, принятой за единицу мвры; напр. 
если въ длин АВ длина СО, принятая за единицу‘ м$ры, содер- 
жится @ разъ, то длину АВ означаютъ буквою а, которая и будетъ 
линейнымьъ числомъ. Формулы же, служащя для измёрешя длины 
лин, какъ напр. За. Бу, с 14, ап, гдВ п отвлеченное число, 
наз. количествами или формулами одназо измъреншя. 


Величина поверхности тфла или площади фигуры выражается 
числомъ квадратныхъ единаць или произведешемь двухъ линейныхъ 
чисель. Напр. поверхность шара можетъ быть означена одною бук- 
вою $, показывающею отношене ея къ квадратной единиц мфры, 
или произведенемъ окружности большаго круга на Маметръ шара; 
слфдовательно выразится формулою 2лг.2т, гдБ 2лтг и 2" суть 
линейныя числа, а потому можемъ сказать, что поверхность шара 
равна площади прямоугольника, имфющаго измфренями окружность 
большаго круга и Маметръ шара. Формулы, служащёя для измёреня 
поверхности тфла или площади фигуры, какъ напр. 4а”, 1а6б, а— 36е 
ит. д, г а, фи с суть линейныя числа, наз. формулами или 
колицествами двух измюрена. 
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жается или числомъ кубическихь единицъ, содержа- 


выра: 
ИН ныхь множителей. 


щихся въ пемъ, или произведешемь трехъ линей Заре! 
Напр. объемь цилиндра можеть быть означень одною букв — 
показывающею отношене его къ кубической единит мбры, а 
произведешемь полуокружности основания на фащусъ ыы | 
высоту (ли?=лг.г.й) т. 6. произведешемь трехъ ли = 
множителей; можемъ также сказать, что объемъ цилиндра рав т 
объему параллепипеда, имфющаго измфренями: полуокружность осн 


1 1 1 } мулы, служащя для вычис- 
ацусъ основашя и высоту. Фор у 
И 4 пт® п 


г, + ит. К. 

леня объемовъ тфлъ, какъ напр. абс, т р ть Л 
наз. формулами пли количествами трехг измтренай. 

$ 3. Количества четырехъ, пяти и т. д. изыфрен!Я. От- 

влеченныя числа. Хотя въ геометрии и не существуетъ протя- 

женй, имфющихъ боле трехъ измвренй, однако условились опре- 

ь Е . 
дфлять измёреше произведешя по числу заключающихея въ немъ 


1 30? а бис 
линейныхь множителей; такъ произведеше аз с°, тд® а, 


линейныя числа. будеть формулою шестаго изибрешя, потому что 


афзс? = афбсс. | 

Отношене двухъ лин, или дВухЪ поверхостей или двухъ объе- 
мовъ разсматриваютъ какъ отвлеченное 31010 оно не зависить 
оть единицы м$ры разематриваемыхь протажени, Ри Ф : 
®' будуть два объема, то отношене ® къ © представляетъ у 
ченное ‘число, будуть ли объемы выражены въ кубическихь футахъ, 
или кубическихь саженяхъ и т. Д. Вообще дробь, въ которой и 
литель и знаменатель одинаковаго измфрешя, разсматриваютъ какъ 
отвлеченное число, потому что ее можно разложить на произведен 
дробей, имфющихь числитель и знаменатель . ие", 
сл»довательно предотавляющихь отвлеченны у И 
же отвлеченныхь чисель есть чиело отвлеченное. Напр. за = 

4а а 6 

та — гдЪ проби 5. , а и я суть отвяеченныя 


у е отвлеченное число. 
числа, а потому и Данная дробь есть тож 


а 
с 
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$ 4. 0 противоположныхь направлен1яхъ линйи. На каж- 
доЙ лини отъ какой либо точки ея существуетъ два противополож- 
ныхъ направлен!я; такъ напр. на лини АВ отъ точки О имфемъ 


: ‚ 

(Фиг. 1). два направления: отъ О къ Аи оть О 
В. Противопояожныя направлевя 
А о В условились равличать помощию знаковъ 


+ и--, поставляемыхь передъ числами для разетоянй, откладывае- 
мыхъ въ одну или другую сторону отъ данной точки; такъ напр., 
если условимся ставить знакъ (+) передъ числами, выражающими 
разстоящя, откладываемыя отъ точки О (фиг. 1) вправо, то знакъ (—) 
надо ставить перелъ числами для разстоян, откладываемыхь отъ 
точки 0 влфво. 

$ 5. Примбры. Чтобы показать какъ приложить алгебраическй 
анализъ къ геометрическимъ вопросамъ, рёшизь нЪеколько задачь: 

1. Раздьлить данную прямую 4 на такбя двь части, чтобы 
одна из5 нихо была на Ъ болъе дру. 

Пусть 2 будетъ меньшая изъ частей линш @; тогда большая часть 
ея будеть равна а—< и сл®довательно, по условйю задачи, най- 
демъ, что 

а—х=х+6; 
откуда 2=1'(а—6). Слёдовательно одна изъ частей лини @ будеть 
1(а—6), а пругая а—"(а—6)==:(а-+6) т. в. одна часть равна 
полуразности давныхъ лин, а другая ихъ полусумм. 

Если а>6, то х будеть положительнымъ и искомый отрёзокъ 
легко можеть быть предфленъ чертежемъ. Для этого возьмемъ произ- 


(Фиг. 2). вольную прямую и на ней отложимъ 
а, и часть АВ=а п часть ВС=Ь; тогда 
Жо 
й ъ АС=а—6. и потому, раздфливь АС 
—4 
пополамъ въ точкё 0), найдемъ, что 


о АД есть меньышй, а В больший отр%- 
Ан! 0 ^© й 
зокъ линш АВ=а. 


ели а=6 или а<6, то 2 будеть равенъ нулю или будет 
отрицательнымь и не служить отвфтомъ на предложенный вопросъ. 
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П. На данномз основани построить прямоуюольникс, рав. 
номпрный данному квадрату. 

Означимъ длину данной прямой буквою @ и сторону квадрата 
буквою №; пусть 2 будетъ другая сторона искомаго прямоугольника. 
Тогда, по услови задачи, найдемъ: 

аг=Ё'; откуда =” : а. 
Чтобы опредзлить 2 чертежемь или какъ говорятъ постройть х, 
напишемъ предъидущее равенство въ видф пропорщи: 
ф:В=Ё: а; 
тотда увидимъ, что # есть средняя пропорц. величина между а и х. 
(Фиг. 3). 


р 


МА 0` В М 
За тбиъ начертимъ произвольную прямую ММ и на ней отложимъ 
часть АВ=а; изъ точки В возставимъ периендикулярь кь АВи 
на немъ отложимь часть ВС=ЕЁ; соединивъ А съ С, возетавимъ 
перпендикуляръ изъ середины АС до пересфченя съ прямою ММ 
въ точкф О и, принявъ точку О за центрь, опишемъ окружность 
радусомь ОА, которая пересфчеть прямую ММ въ точкё 0; Вр 
будетъ нокомая сторона прямоугольника. Для полученя самого прямо- 
угольника, опишем изъ точки В дугу ращусомъ ВЛ, которая перес» - 
четъ прямую ВС въ точк® Е; изъ точки Е проведемъ прямую ЕС, па- 
раллельно ВА, а изъ точки А прямую, параллельную ВС, до встрёчи 
съ прямою ЕС въ точк% Р. Прямоугольникъ АВЕР будеть искомый. 


Величину х можно еще раз- (Фиг. 4). 
сматривать какъ четвертую про- 
порцональную къ А иди 6д%- 
лать слвдующее построеше д; 
пачертимь уголь ВАС и на 
сторон АС отложимъ часть 
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АР=а и ДЕ, а на сторон АВ часть АР=; точку О сое- 
динимь съ Ё, а изъ точки Е проведемъ прямую, параллельно ОР, 
до пересвченя съ АВ въ точкВ @; часть Е есть искомая длина т. 

Ш. Начертиить такой прямоузольный треуольникс. вв ко- 
тором один изз катетовг менъе друшюо катета на вв 
менъе зипотенузы на Ъ. ; 

Означивъ менышй катеть искомаго треугольника буквою т, най- 
демъ, согласно условямъ задачи, что больш катетъ будеть @+х, 
а гипотенуза 6+2; тогда, зная, что квадратъ гипотенузы равенъ 
сумм квадратовъ катетовъ, получилъ: 

(6+2)*=2+ (а+=)* 
ИЛИ 
2—9 (65-х +а—в=0; 
откуда 
в=6—а-—-У256—а).. 

Изъ этого выражешя для 2 видимъ, что хх будетъ возможенъ 
только ‘тогда, когда 6>>а, потому что при 6=@а, 2=0 и слёдо- 
вательно нётъ треугольника, а при 6<а подъ корнемъ будетъ 
отрицательное число и слЪдовательно 2 будеть мнимымъ; а это 

' покажетъ, что такого треугольника не существуетъ. 
При б>а 

2—5—а+И За). 
будеть числомь положительнымь и будетъь удовлетворять предло- 
женному вопроеу, а 

#=6—в—У 266—а) 
будетъ числомъ отрицательнымъ (потому что 26 >6—а и слвдоват. 
У256—а)>5—а) и не будеть удовлетворять вопросу. Отсюда 
видимъ, что катеты искомаго треугольника суть: 


&=6—а+У 266 —а) и у=а+т=6+ У 356—а). 
Чтобы начертить этоть треугольникъ, построимъ сперва выражене 
И266—а), кот. означимъ буквою 3; тогда найдемь, что 
8 =26(6—а) или з:26=(6-а): 3 
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т. е. з есть средняя пропорц. величина между 26 и ф— а. Возьиемъ 
произвольную прямую ИМ и'Ней отложимъ часть АВ==2Ь; изъ точ- 
ки О середины АВ опишемъ полуокружность рашусомъ ОА и на АВ 
отложимъ еще часть ОС-=а; (Фиг. 5). 
изъ точки С возотавимъ пер- а 1) 
пендикуляръ къ ММ, кот, пе. 
ресфчеть полуокружность въ 
точкв О; соединивъ А ось МАС Ге] в м 
р, получимъ искомую длину 
АР=з. Слёдовательно = —@+3 и у=ф +. 
(Фиг. 6). 

Чтобы получить искомый тре- Р 
угольникъ. начертимъ прямой 
уголь РОБ и на сторонё 05 
отложимь часть ОМ = +3, а 
на сторонё ОР часть ОМ= м 
=6-+з—-а; треугольникъ МОМ 
будетъ искомый. 

9 М $ 

ГУ. Данный треугольнике раздълить пополам прямою. 

параллельною основангю. 


Пусть АВС будеть данный треугольникъь и положимь, что 
прямая ДЕ будеть искомая т. е. площади фигурь АДЕС и 
ОВЕ равны. 

Положене прямой РЕ будеть опре- 
дфлено, когда опредфлимь положене 
точки 0; а для этого нужно опредё- Е в 
лить величину ВО или АЮ— одного 
‘изъ отр№зковъ стороны АВ. Такъ 
какъ треугольникъ АВС дань, то 


(Фиг. 7.) + 


значить вов части этого треуголь- р) Е 
ника извфетны; означимъ длину сто- 
роны АВ буквою с, а неизвбетную ух с 


длину ВЛ буквою ж. Прямая ДЕ. 
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по предположению, параллельна АС, а потому треугольникъ АВС 
подобенъ треугольнику ДВЕ; площади же подобныхъ треугольниковъ. 
пропорщюнальны квадратамъ сходотвенныхъ ее ; слвдовательно 
ДАВС: АРВЕ=АВ? : ВО =с°: 
Но, по условно задачи, площадь А АВС вдвое в площади 
АБВЕ и потому 
2АРВЕ: АРВЕ=с*:<° иди 3: 16? : 2°; 
отпуда 
2°=16* пли 2—1. 
` Чтобы опредёлить д чертежемь, замвтимъ, что изъ равенства 
д*==16° выходитъ: 
Же: 
т. е. 2 есть средняя пропорщональная величина между с=АВ и 
.с=:АВ; поэтому на сторонё АВ опишемъ полуокружность и изъ 
середины АВ возставимъ перпендикуляръ до пересфченя съ полу- 
окружностью въ точкв Р; тогда ВЕ будеть равна х. Описавъ 
изъ точки В дугу ращусомъь ВЕ, которая перес®четь сторону АВ 
въ точкё О, проведемь изъ точки О прямую, параллельно АС, 
до пересфчея съ ВС въ точк® Е; прямая ДЕ будетъ искомая. 
Повпрка ръшеня. А АВС: АРВЕ=АВ?: Вр*=АВ*.ВЕ?== 
=АВ*:, АВ. АВ=2 и слЪдовательн%о А АВС-=ЗАОВЕ, а пло- 
щадь трапеци АРЕС= дАВС-— АДВЕ=ЗАОВЕ-— АОВЕ—= 
=АрДВЕ. 
У. По данным сторонамё четиреузюльника. вписанназо в 
круть. вычислить ею двопали. 
(Фиг. 8). 
В Пусть АВСР данный четыреуголь- 
№. никъ, вписанный въ круг О, и АВ=а, 
ВС=ф, Ср=ес, АР=4, АС=г а 
ВР=у. Изъ треугольниковь АВС и 


а АШОС найдемъ, что 
а —=а+6°—246 воз АВС (1} 
2 =с° +4’—204 соз АДС; (2) 
йв) 
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а такъ вакъ 2 АВС+ (АБС=180°. то поэтому с08АЮО= 
=— воз АВС *) и (2) равенство приметь видъ: 


2 —=с* +4? +364 соз АВС (3) 


Уголь АВС намъ не данъ и потому, для исключеня его изъ 
(1) и (3) равенствъ, умножимь (1) равенство на с@, а (3) ‘на аё: 


2*с4= (а? + 5) а—Забес4 соз АВС 
аб = (с* + 4?)аб + 2абс4 созАВС 


и сложимъ почленно; тогда получимъ: 1 
«(аб + са) = (а? +6)е4 + (с* + @?)аф = а?е4 + р’ед-+е‘аВ + Фар = 

=ас(а4 + 6с) + 54(а4 +6е) = (а4 + 5е)(ас +4); 

откуда 


НЫ ге ОЗЕРЫ СОНЛНЯ 
аб + са ар + с4 


Точно также найдемъ: 


=У (аа фе {аб- са). 
ас-+ 64 


У 6 Правила для рёшен1я геометрическихъ вопросовъ 
помощю алгебры. Разсматривая р®шеня предъидущихь задачъ и 
соображаясь со вов мъ сказаннымъ, можно дать слздующее правило: 
предположивъ. что вопросъ рЪшенъ, надо ясно предетавить с6б% 
чертежу, показывающ расположеше и свойства искомыхъ и дан- 
ныхъ, который для большей наглядности можно еоставить на са- 
момъ ДБЛЬ отъ руки; означить буквами данныя и неизвЪетныя 
(обыкновенно начальными буквами латинской азбуки означаютъ 
извфетныя, а послфдними — неизвзетныя); на основанш геометри-- 
ческихъ теоремъ или опредвленй выразить знаками равенства за- 
висимость между извфотными и неизвЪетыми (такимъ образомъ по- 
лучимь одно или несколько уравненй, смотря по числу чеизвЪет- 
ныхъ); рёшить полученныя уравнен!я; выразить величины неизв$- 
стныхъ чертежемь или, какъ говорятъ, построить неизвфетныя, и 


` 
*) См. $ 39 тригон., составленною хною. 
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наконець изслфдовать вопросъ т. е. узнать не предетавляетъ ли 
данный вопросъ какихъ либо особенностей при частныхъь положе- 
шяхъ относительно данныхъ. 


-Въ н®которыхъ случаяхъ вопросы требують особыхъ соображенй» 
которыя нельзя подвести подъ общ]я правила, и тогда уже успфш- 
ность рфшешя зависить отъ соображешя и навыка рёшающаго 
вопросъ. Иногда для упрощеня составлен!я ` уравненй  вводятъ 
вспомозательныя величины, находящяся въ зависимости отъ дан- 
ныхъ и искомыхъ; это обыкновенно дФлаютъ тогда, когда трудно 
выразить непосредственно связь между данными и искомыми. 


$ 7. Изыфрен1я формулъ. Числа нулеваго измфрен:я. Мы 
видфли ($ 3), что измврене цфлаго одночлена опредфляется чис- 
ломъ линейныхъ множителей или что все равно суммою показателей 
при линейныхъ числахъ этого одночаена. Такое опредфлеше изм%- 
решя цфлаго одночлена разспространили на каше угодно цълые 
одночлены; такъ одночленъ 24367 назвали количествомъ 10-го изм%- 


35 
рен, потому что 3+ 71==10, одночленъ За *6= р назвали ко- 


личествомь —1 измбреня, потому что —2-+1=—1; одночлень 


& 
арг назвали количествомъ * измврешя. Отсюда ясно, что изм - 
рене дробнаго одночлена равно изиёреншю числителя безъ измфре- 
ня знаменателя, а потому измбрене отвлеченнаго числа, вакъ 
представляющаго отношене количествь одинаковаго измёрешя 
($ 3), будеть нуль, слдовательно отвлеченное число есть коли- 
чество нулеваю измреня. Тригонометрическия величины: 51, 008, 
% ит. д., выражающя отношешя сторонъ прамоугольнаго тре- 
угольника, суть величины нулеваго измфрешя. 

$ 8. Однородныя формулы. Въ ‘алгебр дано было слЪдующее 
опредфлеше цфлому однородному многочлену ®): однороднымь цфлымъ 
многочленомъ наз. такой, въ которомъ всф члены одинаковаго изм®- 
реня; этимъ опредфлешемъ, прилагаемымъ только къ формуламъ 


=) (м. $5 33, 47, 59, 68 и 83 алгебры, состав. мною. 
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извфетнаго вида, тамъ и ограничились. ЗцВсь же дадимъь боле 
общее опредёлене, относящееся ко всякой однородной формул: 
однородною формулою называется та, которая по соотвът- 
ственной замтьнл в ней буква, №,6,... произведензями этихб 
буквё на произвольное число п, разлазается на произведене 
данной формулы на покоторую степень п; при чемъ показа- 
тель # наз. измюренем или степенью формулы. Напр. формулы 
абс 

32+ 

суть однородныя, потому что замфнивъ въ нихъ а, В, сит с0- 
отвфтетвенно произведешями: аи, би, сп и хп, найдемъ: 


4 
а? - З6е + с*, Уз жи 


4 
а?т? + Зап. т + ст? —(а?-- Зав - с*)т?, У ат - ат = 
4 34 
65 у 5 Збеарах Зы а афс 
=У (@3 = 23) — п. Уф +27; У Б.П. 
3 + 3 -Ь 
Формулы же 
С 4а 
Е И 24 
34-6, В и (а+с 


будетъ не однородныя, потому что подставивъ въ нихъ а, 6 и сп 
вместо а, Би с, получимъ: 
4а?п 
+ св 
\ 9. Однородныя уравненйя. Уравнене наз. однороднымз, 
когда вс члены, перенесенные въ одну часть, составляютъ одно- 
родную формулу. Напр. уравнен 6 *-+ а*==3а6х будетъ однородное, 
потому что его можно написать такъ: 2 —Забхр + а*=, гдЪ пер- 
вая часть есть однородная формула. Однородное уравнене неизм%- 
нитея отъ перемвны буквъ а, 6, с,... соотвётетвенно на ап, бт, 
сп,..., потому что тогда первая часть пробрётетъ общ множитель 
и, будучи равна нулю, обращаетъ и само произвейене въ нуль, 
Напр. подетавивъ въ первую часть уравненя: 2’— Забх + а*=0 
выбето а, и х произведешя ап, фи и хп, найдемъ, что 


4 


(За? - Б)п, и (а-+с°п)*. п“. 


2*п*— Заблтя + ап'= (2*-_— Заре + а*)п*, 
ТВ 2'— Зах + а“=0, а потому (2°—Забх +а’)т*=0. 
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$ 10. Однородноеть уравнен!й, получаемыхъ при рёше- 
н1и геометрическихъ вопросовъ помощю алгебры. Раялсмат- 
ривая полученныя уравнешя въ предъидущихь примврахъь $5, 
находимъ, что онф однородныя; это свойство не есть случайное, а 
принадлежитъ всякому уравнению, полученному при рьшени геометри- 
ческаго вопроса помощшо алгебры, когда единица м$ры протяженй 
будетъ произвольная. Въ самомъ дЪль, при рьшени геометрическаго 
вопроса помощю алгебры, мы выражаемъ зависимость между дан- 
ными и неизвъетными, основываясь на теоремахь или опредфле- 
шахъ геометрии; но такъ какъ теоремы или опредфлен!я, данныя въ 
теометри, не зависятъ отъ единицы мфры, то поэтому и 60- 
оставленное уравнеше также не зависить отъ единицы мёры т. е. 
если величины, входящия въ задачу, выражены линейными числами 
а. 6, с,.... показывающими отношеня соотвтетвующихь длинъ къ 
единиц м5ры, то равенство будеть также справедливо, вогда выфото 
данной единицы мфры возьмемъ кругую, отношен!е которой къ дан- 
ной будет какъ 1 къ п; въ такомъ случа тЪ длины. которыя были 
означены буквами а, 6, с,..., выразятся соотвфтетвенно черезЪ 4%, 
фт, сп... и такъ какъ при этомъ равенство не нарущилось, то 
сталобыть полученное уравнеше есть однородное. Напр. извЪетво, 
что квадрать гипотенузы равенъ суммф квадратовъ катетовъ; по- 
этому, если означимъ буквами а, Бои с длины катетовъ и гипоте- 
нузы, когда за единицу мёры взять аршинъ, то 

е=а’ +6"; 


если же за единицу м®ры возьмемъ вершокъ, то катеты и гипоте- 
нуза будуть уже 16а, 166 и 16с, а слЪд. 
166—164? 166? или с°=а* +. 


Примъчаше, Уравнен!е не будеть имфть видъ однороднаго, 
когда какое либо изъ количествъ, имфющее несколько изифренй, 
означено одною буквою. Напр., означивъ боковую поверхность ци- 
линдра буквою $, рамусъ основашя буквою ” и высоту буквою й, 
получимъ: з=2лт/; но здфеь 8 предотавляеть количество втораго 
измрешя и самое равенство читаютъ такъ: «боковая поверхность 


цилиндра вычисляется по формул ле». 
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\ 11. Случаи нарушенйя однородности уравнен:й. Возета- 
новлен1е однородности. Если одно изъ измфренй, входящих въ 
“составъ вопроса, примемъ за единицу мфры, то получимь исномое 
уравнен!е по виду не однороднымь; это будетъ потому, что изи$- 
реше, принятое за единицу мфры, выразится въ этомъ случа 1, 
которую обыкновенно множителемь или дёлителемъ не пишутъ; да 
кромв того ея невозможно отличить въ уравнени отъ отвлеченной 
единицы. Напр. если въ [ задачф \ 5 примемъ 6 за единицу мёры, 
то уравнеше будетъ вида: 

а—т=т +1, 


изъ котораго можемь усмотр®ть, что нёкоторая длина равна сумм 
нфкоторой длины съ отвлеченною единицею, что невозможно, а по- 
тому уравнене необходимо сдвлать однороднымъ или какъ говорятъ: 
возстановить однородность уравненя, 

Для того, чтобы едЪлать однороднымъ неоднородное уравнеше, полу- 
ченное при ршенш геометрическаго вопроса помощю алгебры, надо 
данное измврене, принятое за единицу мзры, означить какою либо 
буквою, напр. #; тогда линейныя чиела а, Ь,с,..., входащя въ с0- 
ставъ вопроса и представляющёя собою отношешя ($3) данныхъ изм®- 
решй къ единицв мфры. выразятся отношенями: г — т... ые- 
подставивъ же эти отношеня въ составленное уравнеше, получимъ, 
по упрощенш, однородное уравнене. Напр. положимъ, что при рёшени 
какого либо геометрическаго вопроса, приняли одну изъ данныхь 
лин! за единицу мёры и получили уравнеше: 

2‘—ш+а=0; 
тогда, чтобы сдвлать это уравнеше однороднымъ, означимъ буквою 
Е ту длину, кот. приняли за единицу мфры, и поставимь въ урав- 
ве 
ненш я И ь вместо @ и 5; найдемъ: 
2 
йа > т + т —0 или 2°—Ёт +ай=0. 

$ 12. Опредфлен:е измфреня формулы, полученной изъ 

другихъ однородныхъ формулъ. Формулы, полученныя для не- 
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извёетныхь изъ уравнешй будуть также однородныя, потому что 
при рьшенш уравнен!, производимъ надъ ними дйствя: сложения, 
вычитаня, умноженя и т. д., результатомь которыхь будетъ 
однородная формула. Дйствительно: 

1°. Сумма или разность однородных формул одинаковазо 
измтреня есть формула однородная и тозю же измпреная, 
какс , данныя. Это непосредственно слфдуетъ изъ опредфленя 
алгебраическаго сложеня и вычитаня. 

2°. Произведене однородныхг ‹формул5 будетз формула 
однородная, измъреня равназо сумлт измпрена множителей. 
Пусть 4 и В однородныя формулы, измфревшя которыхъ суть: т 
п р; АВ ихь произведене. Подставивъ въ эти формулы выфето 
а, 6, с...., соотв®тетвенно аи, бт, сп,..., Аи В обратятся 
($ 8) въ Аи” и ВиР, а произведене АВ въ Ап”. ВиР—= АВ. п", 
откуда видимъ ($ 8), что произведеше есть однородная формула, кото- 
рой измвреше 2 + р. 

3°. Частное отб двленя однородныхг формул есть фор- 
мула однородная, измпрене которой равно разности измт- 
рен дьлимало и дълителя. Сохранивъ тоже обозначеше, что 
и вь предъидущемъ случаЪ, найдемъ, что частное отъ двлешя А 


на В обратится пб соотвфтственной замнв а. 6, с,... произве- 
] АТА Е : 
денями ап, ба, сп,... въ ВР = В *" т. е. частное будетъ 


однородная формула 22 — р-го измфренйя. 

4. Цьлая степень однородной формулы есть формула 
однородная, измъреме которой равно измъремю основатя, 
умноженному на показателя степени. Пусть „А однородная 
формула т-го измёревя и р показатель степени .4Р; подставивъ 
въ этой степени выфето а, 6, с.... произведешя ап, би, сп,.... 
найдем: (4ю”)Р— АР.и”?. 

5°. Корень изв однородной формулы есть однородная фор- 
мула, которой измтреше равно измпреню подкореннаго 
количества дпленному на ‘показателя корня. Сохранивъ тоже 


2 
обозначен!е, что и въ предъидущемь случаЪ, получимъ УЛ, кот. по 


‘ 
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замфн® въ немъ а, 6, с,..., соотвфтетвенно ап, бп, сп.!.., 


обратится въ У Ат" В ет . К 

$ 13. Построен1е алгебраическихъ формулъ. Решение гео- 
метрическаго вопроса, какъ видфли въ & 5, состоитъ изъ трехъ 
тлавныхъ частей: 1) составленя уравненя; 2) ршеня уравненя 
и 3) построешя неизвёстныхъ. Составлеше уравненй требуетъ 
навыка; способы рёшешя уравнен! изложены въ алгебрь, а потому 
остается здЪсь показать построене формуль—и мы главнымъ обра- 
зомъ остановимся на построеши формулъ перваго изм®реня, какъ 
ращюональныхь, такъ и иррашональныхъ, содержащихь корни не 
выше второй степени. 

Примбръ 1. Построить: 2=3а+6—1с. Беремь произвольную 
прямую ММ и на ней отложимъ вправо часть АВ= За и ВС=6; 


(Фиг. 9). 
Г. Ъ с 


д 
М А в Ь ОМ 


раздвливъ извфетнымъ образомъ прямую С пополалъ, отложимъ 
отъ точки С влво часть СР==1с; тогда АД будетъь искомая ве- 
личина 2. 


аб 
Примбръ 2. Построить 2= т Раздьливъ об части на @, по- 


дучиыъ: сх: а=Ь:с т. е. 2 есть Фиг. 10). 
четвертая пропоршональная вели- 
чина къ а, Бис. Чтобы построить 
х, начертимъ произвольный уголь 
А п на сторонё АМ отложимъ 
отъ точки 4 часть АВ=с и по- 
томъ еще часть ВС=а, а на сто- д 
ронё АМ —часть АРБ; точку 
В собединимъ съ Р; а изъ точки С 
проведемъь прямую, параллельно 
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ВП, до ветрёчи съ АМ въ точкв Е; часть ОЕ будеть искомая вели- 
чина т. Дъйствительно. по известной теоремВ геометрш, получимъ: 


БЕ: ВС=АО: АВ или ОЕ: а=Ь: 6; откуда пре ==. 
с 


Можно линшю @ откладывать не отъ точки В, а отъ точки А; 
тогда и искомую величину надо считать уже отъ точки А. 
“ 2 
а а 
Въ частномь случаЪ, когда а—6, то 2<==—; это же выражене 
В с 


можно построить также, какъ и предъидущее, или же другимъ спо- 
собомъ, какъ указано въ $5 (примръ П). 
4а26* 

Примёръ 3. Построить: ЕЕ: Разложимъ эту дробь на 
произведеше такихъ дробей, изъ которыхъ первыя имфли бы въ 
числитель два линейныхъь множителя, а въ знаменатель одного; 
получимъ: 


4а аб 
Пусть у= т * 5— р; величины у и з можемь получить чер- 
тежемъ (прим. 2). а потому 
Ь 455 у ЁЬ 


в 


Построивъ опять и= 9. (прим. 2), найдемъ, что = 


здВсь х есть четвертая пропорцюнальная къ и, Би №, которую 
легко построить (прим. 2). 

8—2 а?6 + 35° 
За +аб— 5? 
знаменателв возьмемъ за скобки такихъ общихъ множителей, чтобы 
въ скобкахь получились количества перваго измфренйя; въ данномъ 
случаЪ въ числителе можно взять за скобку множителемъ а”, или 6”, 
или аб или какого либо другаго множителя втораго изм$ревя, а 
въ знаменатель взять @, или 6, или другаго линейнаго множителя, 


Примбръ 4. Построить = Въ числител и 
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Взявши въ числитель а” и въ знаменателВ 4 за скобку множителами, 
получимъ: 
3 
«(а 2+3) 
= : 
Е РЕ БЕ, 
«(за +) 
а 
оо ь 
построивъ дроби: у= изо (прим. 3 и 2), найдемъ: 


„_@@-№+у) 
За+—5 


Построивъ снова и=а— 26 +у и о=За-+6 +3 (прим. 1), най- 


аш 
день: = ——; откуда дуже легко получить чертежень (прим. 2). 


$ 14. Соглаено предъидущимъ способамъ можно построить помо- 
що циркуля и линейки всякую линейную ращональную формулу; 
линейную же прращональную формулу можно построить циркулемъ 
и линейкою только такую, въ которой показатели корней суть сте- 
пени 2 (4, 8, 16....). 

Примфръ 1. Построить =2=И 4. Эдфесь величина 2 есть средняя 
пропорщональная между а и 6, потому что 2°=а6 пли а: т=: 6; 
слфдовательно для построешя л можемъ воспользоватся одною изъ 
теоремъ: 

а) Перпендикуляр, отпущенный изз какой либо точки 
окрижности на даметрг, есть средняя пропорцональная 
величина между отрьзками этою даметра и 6) хорда 
круза есть средняя пропорфональная величина между да- 
метромё, проведенным5 черезё одинё из5 ея концов, и при- 
лежащим ко тордь отрпзкомз этою дзаметра, опредьлен- 
нымё основащемз перпендикуляра, опущеннаяо на д%аметре 
изг друо конца торды. 


Чтобы построить 2, оеновываявь на первой теорем, беремъ 


произвольную прямую и отложимъ на ней части: АВ=а и ВСВ; 
: 2 
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(Фиг. 11). середину АС, точку 0, примемъ за 
а центрь и опишемь изъ нея полу- 
иная окружность радусомъ, равнымь ОА. 


Изъ точки В возставимъ перпендику- 
ляръ къ АС до пересфченя съ поул- 
окружностью въ точи О. Длина ВО и 


К во С  @сть искомая величина г = У. 
(Фиг. 12). Чтобы построить х, основываясь на 
а второй тооремв, отложимъ на произвольной 
а - прямой часть АВ=а и часть АСФ; на 
ЕВЕ. большей изъ нихъ (въ данномъ случа АВ) 


опишемъ полуокружность, а изъ точки [в } 


возставимъ перпендикуляръ до пересфчешя 
съ полуокружностью въ точкё 0); соеди- 
А со В нивъ А съ О), получимъ хорду АД, кот. 
и есть искомая величина т. 
(Фиг. 13). у 
Примёръ 2. Построить 2=И а*-°. Здфсь 
ъ 2 очевидно представляетъ гипотенузу прямо- 
угольнаго треугольника, котораго катеты зуть 
а и 6: поэтому, начертивъ прямой уголъ 4, 


ы отложимъ на сторонахъ его отъ вершины 
части: АВ =а и АСФ. Точку В соединимъ 
съ С и получимъ прамую ВС, которая есть 

А В искомая величина 2. 

Прим ръ 3. Построить 2—=У а*— 5". Величина < возможна толь- 

(Фиг. 14). ко когда а>>6 и выражаетъ катетъ прямо- 

а угольнаго треугольника, у котораго гипо- 

НА НИ тенуза и другой катетъ суть а и 6. Для 
а 


построешя этой формулы начертимъ прямой 
уголь А и на одной изъ его сторонъ отло- 
жимъ отъ вершины часть 4В=6; изъ точки 
В опишемъ дугу ращусомъ @, которая пе- 
ресфчетъь другую сторону угла въ точкВ 
С; тома АС=У а*— 65° есть величина г. 
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Примёръ 4. Построить 2=У а*— $ + с°. Положвиь а*- с*-= у? 
и для опредфлешя у сдлаемъ построеше, указанное въ прим, 2; 
тогда г=Иу—& и слдовательно придемъ къ построению, /ука- 
занному въ 3 прим рф. 

Приивръ 5. Построить 2=У 3а*—а5-+6°. Возьменъ подъ кор- 
немъ за скобку общимъ множителемъ такое количество, чтобы въ 
скобкахъ получилось количество перваго измёрешя и въ данномъ 
случаВ возьмемъ напр. а: 


ое - 
2-У «(3—5 + — пли х=Уа@а—5+у), 
Ь 

тв у а. построивъ сперва у ($ 13, прим. 2), а потомь За—6 + 


+у=, найдемъ, что = @3; откуда < легко получить черте- 
жемъ (прим. 1). 

Примвръ 6. Построить 2=Уп, ГДВ ® не есть полный квадратъ 
числа. На произвольной прямой отложимъ часть АВ, взятую за 
единицу. и часть АС=и. АВ; на АС (Фиг. 15). 
начертимъ полукругъ, а изъ точки В 
возставимъ перпендикуляръ къ АС 
до встр$чи съ полуокружностью въ 
точк$ О. Проведя хорду АД, полу- 
чимъ искомую величину х, потому д в 
что 


р 


АБ=УАВ.АС=У АВ.пАВ=АВУ п; 


но АВ взята за единицу, а потому АР=Уя=х. Напр. если надо 
построить #=У1, то найдемъ, что а=у* = И?.= й слВдо- 
вательно 2 есть средняя пропорщональная величина между 2 и*. 

Чтобы построить напр. 2=У/ 2, то можно построеше сдлать со- 
гласно предъидущему способу, или же, представивь У? въ вид 
ИГ: +1, построить прямоугольный треугольникъ, у котораго ка- 
теты равны 1; тогда гипотенуза будеть =. 


Точно также, если надо построить 2=/3, то, предотавивъ д въ 
№ 
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виДЬ: в=у?-—1, построныъ прямоугольный треугольникъ по гипо- 
тенузё, равной 2 единицамъ, и катету, равному 1; другой катетъ 
будетъ 2. 

Примёръ 6. Построить «У абеа. Очевидно г—-ИУИв.И м 
и потому, построивъ сперва у=У аб и 8=У с4 (прим. 1), най- 
демъ: х= Иух теперь х уже легко построить. з 


Такимь же способомъ не трудно построить линейныя формулы, 


содержащя корень 8-ой, 16-0й ит. п. степеней. и 


$ 15. Поетроенйе линейныхь формулъ, содержащихъ три- 
тонометрическая величины. При рёшеши геометрическихь вопро- 
совъ въ числ данныхьъ или искомыхъ иногда бываютъ не только 
лини, но и углы; тогда обыкновенно вводятъ тригонометричесяя 
величины этихъ угловъ и получаютъ формулы, кот. не представлиют 
особыхъ затруднешй при построенш, если будемъ имфть въ виду 
опредёлешя тригонометрическихь величинъ *). Для примфра постро- 
имъ нЪеколько такихъ формуль и, при построеши угловъ, ограни- 
чиися наименьших изъ нихъ, который соотвтетвуеть данной триго- 
нометрической величин®. 


(Фиг. 16). 
Е Примфръ 1. Построить уголь 2, когда 
— а 

Ъ во. Зная, что косинусъ угла есть 
А отношене прилежащаго къ углу катета 
къ гипотенузв, построимъ прямоуголь- 
ный треугольникъ АВС, въ которомъ 
уголь В есть прямой, ВС=а и СА=Ь; 

С в толь С будеть искомый. 


Примфрь 2. Построить уголъ <, когда = и Сперва постро- 


Ил 


т Построивъ за тёмь прямо- 


имЪ и ($ 13); тогда ве= 


#) См. Тригонометраю, изд. мною $ 15. 
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угольный треугольникъ, въ которомь катеты суть м и 4, найдемъ 


искомый уголъ, противулежащий катету и. 
ата 
. Для этого начертимъ прямо- 


Примёръ 3. Построить = 


угольный треугольник, въ которомъ одинъ изъ острыхъ угловъ 
=; тогда, означивь катетъ, противулежащий углу © буквою Би 


$ Ё 
_гипотенузу буквою 1, найдемъ, что 5Ш@ а и слдовательно 


№ 
2 это же выражеше умвемьъ построить ($ 18). 
Примфръ 4. Построить &=У ата + 9°0038. 
(Фиг. 17). Сперва построимъ $/па и 086; 
т/О для этого на произвольной прямой 


построим углы САВ и РАВ, 
равные соотвЪтетвенно угламъ и 
В; отложивъь на АСи АР раввыя 
части АЕ и АК, опустимъ изъ 
точекь Е и Е перпендикуляры ЕС 
и ЕК на АВ; тогда, означивъ ЕС 
буквою #,0К буквою {и ЧЕ=АЕ 
буквою г. найдемъ: 


А ка 
ав 64 ^^ 
—— + —_. ЧН 
г г 
Построене же этой формулы извфетно ($ 14, примфръ 4). 


р : _ аб -е4 
Примръ 5. Построить 2, когда ети . 


т Ё к га 
ша =—, 089 =— и ж= 
: г г 


Раздёлимь числителя и знаменателя на ас; получамъ: 
ьа 
МИ 
+ с а 
5$ = а; 
в 3 з 
са 
Ь а о з 
Положивь —_ = 16а и — В, найдемъь построешемь углы @и В 


(прим. 2); тогда .увидимъ, что 


{с + 26 
$ = —_—_—_—_—_— И } 
ТЯ в(а+В) 
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т. в, уголь х равен сумм8 угловъ @ и В. 

ИЕ 

Примръ 6. Построить 2, когда ТЕ 
а 


06% части этого равенства умножимъ на два и & подведемъ подъ 
знакъ радикаловъ; получимъ: 


\ а’ +аь а’— ав Ь и В 
ЗИ == у =У:-2 у 1 ы 


а’ 


Чтобы 2 было возможнымъ, необходимо, чтобы 6 было бы мене 


а: ь 
а, а потому можно положить т — у; опредвливъ у построешемъ,, 


найдемъ, что | 
\ Эзте=У1 щи — И1—пу=25 у; / 


откуда зшх=зш!у т. е. х есть половина угла 7. 


$ 16. Построенйе формулъ втораго и третьяго измфрен1й. 
Котда дано построить формулу втораго измёреня, то, разложивъ. 
ея на множители перваго измёренйя, приходимъ къ построеню прямо- 
угольника, у котораго основаше”и высота будутъ эти множители. 


Точно также, если надо построить формулу третьяго изм рен, 
то, разложивъ ея на произведеше трехъ линейныхь множителей, 
надо построить прямоугольный параллепипедь, у котораго изи®ре- 
ыями будуть’ эти множители. 


$ 17. Изелфдован1е и построен#е корней квадратнаго урав- 
нен\я, Общ видъ уравнешя второй степени съ однимъь неизвфетнымъ. 
веть 

_ а +р2+9=0; 

если 2 означаеть линейное число, то 2° будеть количество втораго 
измбреня, а потому для однородности уравнен!я необходимо, чтобы дру- 
пе члены уравнешя были бы тоже втораго изивреня т. е. р должно быть 
линейное число съ + или —, а 9—площадь съ знакомь - или —; 
поэтому уравнеше 2*-+р2-+4=0 приводится къ сз5дующему: 


а?-аг=0=0, 
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которое даеть четыре случая: 
1) 2 +аг+5=0, 2) 2—2 6'=0, 
3) 2-+аг—5°=0 и 4) 2*—аг—=0. 
1) Для перваго уравнешя корни будуть: 


г=—5 + у ($) -= и «== и (3). 


У” 


7 ид бл Уве а а ` 
вещественные при —- >65. Положивъ, что это услов!е выполнено, постро- , 


} ИЕ 
а 
имъ сперва у= У (=) —5°, представя, катетъ прямоугольнаго тре- 


угольника, въ кот. ги- (Фиг. 18) 


а 
лотенуза =? и катеть * 


=. Для построешя у от- 
ложимъ на произвольной 
прямой часть АВ = 6; 
изъ точки В возставимъ 
перпендикуляръ къ АВ, 
а изъ точки А опишемъ 


А В 


дугу радтусомъ Е. кото- 


рая пересёчеть перпендикуляръь въ точк® С; тогда в4= 9. Сад. 
а 


пене () 


Такъ какъ катеть меньше гипотенузы того же треугольника, то 
; 


та и саЪдовательно оба корня уравненя отрицательные, абсолютные 
ичины которыхь можемь получить, описавъ. окружность изъ точки. 
С радусомь СВ==у; эта окружность пересёчеть прямую АСи ея про- 


‚ должен!е въ точкахъ РиЕ. Тогда 


АБ—Аб—б0= У, АЕ— 40+0Е= +у 


и потому 2==—АДи 2=— АЕ. 
2) Для втораго уравнешя 2—а=--5°=0. корни будуть 


2=5 +И (#)— и ==9-У ($), 


2 
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‚ а Е 
вещественные при условш-_ >65. ОМылавь тоже построеше, что и въ 


предъидущемь случа, найдень: 


а а 
=. +у=АЕ ‚и #—5 —у= 41. 


3) Корни третьяго уравненя 2? а2—6?=0 будуть: 


2=—5+ ($ (уенан-" У (Уи 


эти корни вещественные и первый изъ нихъ положительный, а второй— 


отрицательный. Чтобы построить выражеше для 2, построимъ сперва 
(Фиг. 19) и та — 

ы } величину у=] я +63, представ- 

Ъ Е чяющую гипотенузу прямоугольнаго 

треугольника, котораго катеты суть: 

заи6. Для этого начертимь прямую 

и, отложивь на ней часть АВЬ, 

О возотавимь перпендикуляръ изъ точ- 

ки В кь прямой АВ, на кот. отло- 

жимъ часть ВС=1а; точку А соеди- 
нимъ съ С. Тогда АС=У; а 


А В 


а=—9 + у“ па=— © =—( Я 
ей в | я 


Чтобы найти эти величины 2, опишемь окружность изъ точки С' ра- 
дусомь СВ=уа, которая переевчеть АС и продолжене АС въ точкахь 
О и Е; получим: 


АБ=АС—ОС—=у— г АЕ=АС+ СЕ=у+ 5: 
слёдовательно 2==АД и х=— АЕ, 
4) Наконець для четвертаго уравнешя 2?—а2—5?—0 подучимь 


| 54+ (++ унеиое (#) => =», 


0ба вещественные и при томъ первый положительный, а второй отри- 
цательный. Сдёлавши тоже построеше, какое сдфлали въ предъидущемъ 


случав, найдемь: 2: Уи АЕ и т ы у = )= АР. 
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$ 18. Построен1е корней квадратнаго уравненйя, не при- 
бфгая къ рёшен1ю ‚самого уравнен1я. Въ предъидущемь пара- 
графВ мы разсмотрфли четыре уравненя: 

1) 2'+а2-+65=0; 2) <*—ат-+6=0; 
3) 2+ а2—6=—0 и 4) 2*'—а5—6?=0. 

Прежде всего замётимъ, что (1) и (3) уравнешя могуть быть полу- 
чены изъ (2) и (4) чрезъ замвну въ нихь д на-—х, а это даетъ  воз- 
можность ограничится построешемъ только корней (2) и (4) уравненйй. 
Дьйствительно, поставивъ въ (2) и (4) уравненя — вмфето 2, по- 
лучимъ: 


(—2)—а(—2) 5—0 и (—=2)—(—2)—6°—=0 
или у 
2+ ат-- 6—0 и 2+ аг— 5—0 
т. е. получимь (1) и (3) уравненая. 
Изъ (2) уравненёя найдемъ: 
6—а$—<° или 6°—2(а—2), (5) 
тд количества 2 и а—х могутъ быть разсматриваемы какъ корни этого 
уравненя, потому что сумма корней (2) уравнешя равна а, а са®до- 
вательно, если одинъ корень есть х, то другой будеть а—2. Изъ предъи- 
дущаго (5) равенства имфемъ: 
2:6=6: (а—*); 
откуда выходить, что 6 есть средняя пропорщюнальная величина между 
хиа—т. ь 
Для построен < проведемь произвольную ММ и на ней отложимъ 
часть АВ=а; на АВ, какъ даметрв, опишемь полуокружность и изъ 


произвольной точки С пря- (Фиг. 20). 

мой ММ возставимъ перпенди- а 
йа 

куляръ, на которомъ отложимъ Ъ 


чаеть Ср=Ь; потомъ изъ точ- 
ки ДО проведемъ прямую КГ, 
параллельно. АВ. 

Если прямая КГ, пересфчеть 
полуокружность въ точкахъ Еи К 
Е’ (когда 6 <1а), то, опустивъ 
перпендикуларъь ЕЁ на АВ, по- 
лучимъ отрзки АРи ВЕ, кото- 
рые и будутъ искомыя величины 


МС АЕ о М 
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корней (2) уравненя, потому что по извфетной теоремь геометрия 
найдемъ пропорцю: м 

АЕ: ЕЕ=ЕЁ: ВЕ или АР: 6—6: (а—АР), 
сравнивъ которую съ данною пропорщею, увидимъ, что АЕ=х, а 
ВЕ=АВ—АЕ=а—х. 

Если прямая КЁ коснется полуокружности въ точк® @ (когда 6=—1а), 
то перпендикуляръ, опущенный изъ точки @ на АВ, упадетъь въ точку 
0 центръ круга и тогда оба корня будуть равны а, потому что ОА= 
—=ОВ=1АВ. 

Если же прямая КГ не пересфчеть полуокружноети (когда 6>1а), 
то построене корней будеть невозможно, что извзетно уже и\'алгебры, 
такъ какь въ случа 6>1а корни (2) уравненя будуть мнимые. 

Теперь перейдемь къ построено корней (4) уравненя: 


1"—ат—в?=0. 
Изъ этого уравнешя найдемъ, что 
ы Ь—2°— ат или 6°—=2(#—а), 
а сл»ловательно 
т:6==6: (#—а), 


Если < будеть корень даннаго уравненя, то «—2 будеть другой ко- 
рень того же уравненя, а потому, въ предъидущей пропорци, $—4 съ 
(Фиг. 21). перемвною знака будетъ другимъ кор- 
немъ (4) уравнемя. Для построешя 
2 опишемъ окружность радусомъ @ и 
черезъ какую нибудь точку А окруж- 
ности проведемъ касательную, на ко- 
торой отложимъ часть АВ=6; че- 
резъ точку В и центръ круга про- 
ведемъ с кущую, встрёчающую окруж- 
ность въ точкахь Сир. Тогда ВБ 
будеть =, потому что на основани 
свойства касательной, найдемъ: 


ВО: АВЕАВ: ВС или ВО: 5—6: (ВО—а) 
и, сравнивъ эту пропорщю съ предъилущею, увидимъ, что ВР=з. Отрв- 
зокь же ВС сЪкущей, равный 'ВР—СО=х—а, въ перемфною знака, бу- 
деть другой корень (4) уравнения. 
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$ 19. Задачи. А) Вс данномв треуольникть вписать квад- 
ратг. Пусть АВС бущетъ данный треугольник и положимъ, что’ во- 


просъ рёшенъ т. е. въ треугольникв АВС вписанъ квадратъ ОЕЕС. 
(Фиг. 22). 


Ани зас к т, 


Такъ какъ треугольникь АВС данъ, то мы можемъ разсматривать 
его основаше АС и высоту ВН какъ данныя величины, а потому 
означимъ сторону АС буквою $, ВИ буквою № и неизвЪетную 
сторону квадрата буквою 2. . 

Изъ чертежа видимъ, что прямая ЕР параллельна АС, а потому 
‘треугольникъ АВС подобенъ треугольнику ЕВЕ; въ подобныхь же 
треугольникахъ основашя пропорщональны ихъ высотамъ и сл®до- 
вательно 

АС :`ЕЕ=ВН: ВУ 
или (АС=Ь, ЕЕ=г, ВУ\=ВН—УН=й—г) 


Ь: =: (#—+); 
откуда 
о Им 
В+" 


Для построешя 2 раздёлимъ 06% части этого равенства на № и 

получимъ: 
ж:1=6: (6+1); 

тогда, продолживъ основан, отложимь НК=б и КГ=А; точку 
В соединимъ съ Г, а изъ точки К проведемъ прямую, параллельно 
ТВ, до пересвчешя съ прямою ВН въ точк® Л НУ есть искомая 
сторона квадрата, потому что изъ подобя треугольнаковъ ЛИК и 
ВНЕ, найдемъ: /Н: ВН=НК: НЕ иди /Н: =: (6+1); откуда 


чН- уе. 
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Проведя черезъ точку прямую, параллельно АС, до пересёчен!я 


боками треугольника въ точкахъ Еи К, опуслимъ перпендикуляры . 


ЕР п ЕО на АС и получимь искомый квадрать ДЕЕС. 


Повпрка. Очевидно изъ построеня, что ДЕЕ@ есть прямоуголь- 
никъ, а потому надо показать, что РЕ-=ЕЕ. Изъ треугольниковъ 
АВСпЕВЕ пмфенъ: ЕЁ: АС=ВУ: ВН или ЕЕ: 6=(—Н): 1; 

№ 


5% № 
И. =: = = 
но +7. Ьь И Потому ЕЕ:6 р. № или Е. ВУИ. 


Б) Раздьлить данную прямую вв крайнем и среднем 
отношенви. Означимъ данную прямую АВ буквою а п положимъ, 


что АВ въ точкв С раздьлена въ требуемомъ отношенш. Пусть 
(Фиг. 23). : 


\ Е 


С’ А ‚бов 


`АС будеть большй отрёзокъ АВ, величину котораго означимь 
буквою 2; тогда другой отрЪзокъ ея будетъ ВС=а—хи мы по- 
лучимьъ, согласно опредълен!ю, 
АС: АВ=ВС: АС или 2: а=(а—2): х: 
откуда, взявъ произведешя крайнихъ и среднихъ, найдем уравнен!е: 
2'=а—ах или 2+ аг—а’=0; 
изъ котораго 


{ р 
Построимъ сперва и=И (=) +4” ($ 14); для этого. возота- 


вимъ перпендикуляръ къ АВ изъ точки В и на немъ отложимъ 
часть ВО=:а; точку А соединимь съ Д и тогда АД=у, а 


НИ ый рее # 
а=— +АР=Ар— иг 5—40= (42+=). 
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Для полученя перваго значеня д, опишемъ изъ точки О окружн. 
ращусомь ОВ, которая пересёчеть АД въ точк8 Е; тогда 


АЕ-АР-РВ=АР—-—5; 


отложивъ же на АВ часть АС=АЕ, найдемъ искомую точку С. 


Другую величину 2 получимъ, когда продолжимь 4) до перес- 
чешя съ окружностью въ точкф Е’, потому что въ такомъ случа 


АЕ—АР+РЕ'=АР+-. п 18. 2=— АЕ’. 


Такъ какъ вторая величина 2 отрицательная и первая (положи- 
тельная) отложена вправо отъ точки 4, то поэтому, продолживъ 
прямую ВА, отложниъ влЪво отъ точки А часть 4АС’=АЕ’ и та- 
кимъ образомъ найдемь другую точку С”, не удовлетворяющую оче- 
видно предложенному вопросу, между тЪмъ какъ величина х удов- 
летворяетъ составленному уравнешю. 

Впрочемъ данный вопросъ можно изм нить такъ, что ему будетъ 
удовлетворять и второе р®шеше. Для этого, какъ извфетно изъ 
алгебры *), надо поставить въ составленномъ уравненш —-2 вмёсто 
2 или, въ данномъ случаз, — АС” выфето т; получимъ: 


—А0': а=(@а+АС’): —АС’ ли АС’: АВ=ВС’: АС’. 


- Эта пропорщя показываетъ, что разстояше точки С’ до точки 
А есть средняя пропорц. величина между разстояшемъ точки С’ до 
точки В и данною прамою АВ т. е, что точка С’ имЪфетъ такое 
же свойство, какъ и точка С. Отсюда видимъ, чтобы 06 величины 
% удовлетворяли бы вопросу, надо его предложить такъ: на прямой, 
проходящей черезг двь данныя точки, найти такую, раз- 
стояше отб которой 00 ближсайшей изг данныхб точек 
было бы средним препорцональныме между разстоящелв 
той оке точки д0 друой данной точки и разстоятема 
между данными точками. 


С) Черезг точну, данную внутри у'ла, провести такс 
——ы———- 


| *) См. алгебру $ 151, состав. мню. 
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спкущую, чтобы треуюльникг, отраниченный ею и боками 
узла, имъле бы данную площадь К*. 

Положимъ данъ уголь А и точка 0 внутри его, положене ко- 
торой будетъ опредёлено, когда знавмъ длины ОВ=а и ОС=Ь 
прямыхъ, проведенныхь изъ данной точки, параллельно бокамъ 


угла, и ограниченныхь ими же; ’— данная площадь, гдё № озна- 
(Фиг. 24). 


чаетъ бокъ этого квадрата. Предположимъ, что задача рфшена и 
ММ есть искомая с®кущая, положенше которой будетъ вполн® опре- 
двлено, если найдемь величину АМ иди АМ означимь АМ 
бунвою 2 и тогда площадь треугольника МАМ будетъ равна 
ЗАМ. АМ. п А=АМ.т.зША, которая по условшю также равна 
й°; слвдовательно 
ТАМ. т.п А=Ё, (1) 

Величину АМ можемъ опредфлить изъ подоб1я треугольниковъ 

АММ и СОМ: 
АМ: ОС=АМ: СМ пли АМ: 6=2 : (#—а); 


откуда АМ = Г и. подставивъ величину 4/№ въ (1) равенство, 
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найдемъ: 
безшА а 
тж @) 

Здвеь 65ш.А можно замвнить длиною перлендикуляра ОО, опущен- 
наго изъ точки О на АС, потому что изъ треугольника ОСО: О0= 
—0ОС.зтОСИ =551.; означивъ длину ОО буквою с, найдемъ (2) 
уравнеше: 


р р] . 
62° =? или 2*— а + т —0; (3) 


2(х—а) 
откуда 
2 4 Б р 
х ИН У ЗВ 4) 
с с с 
ИЛИ 
Код 
Ра що (5) 
с 


Изслёдуемъ теперь значешя 2: р, 

1°. Если #<Зас т. е. если площадь отоёченнаго треугольника 
менфе удвоенной площади паралеллограма АВОС, то У—2ас 
будетъь мнимымъ и задача невозможная. 


2°. Если № =2 ас, то У *—Зас = 0; въ этомъ случа® корни 

(3) уравненя будутъ равные и вопросъ допускаеть одно рёшене: 
Е 2ас у 

Ф= ==, которое показывает, что искомая длина вдвое 
бол%е АС, а потому, отложивъ отъ точки 'С’очасть СН=АС и 
проведя чрезъ точки Н и О прямую до ветрёчи съ другимъ бо- 
комъ въ точк (, получимъ искомый треугольникъ САН. Изъ 
чертежа видимъ, что @Н вдвое болёе ОН т. в. О есть середина 
прямой @Н. ь. 

3°. Если #*—246>0, то Уй—3ас будетъ вещественнымь и 
менве №, а потому 0ба значешя 2 будутъ возможныя и положи- 


тельныя. Чтобы построить 2 возьмемъ (4) равенство и построимъ 
Ты 
сначала Фи; для этого отложимь на АУ часть АР=с и изъ 


32 ПРИЛ. АЛГ. КЪ ГЕОМ. 


точки О возетавимъ перпендикуляръ; изъ точки же А опашемъ 
Кугу ращусомъ, равнымъ А, кот. пересфчеть этоть перпендикуляръ 
въ точкв Е. Изъ середины АЕ возставимь перпендикуляръ до пе- 
ресёченя АУ въ точкв Ти, принявши точку Т за центръ, опи- 
шемъ полуокружность рашусомь ТА, кот. пересёчеть АУ въ 


точк Е; АК есть искомая величина %. 

: р? 
Подетавимъ въ (4) равенство и вмфето —, найдемъ: 
с 


а=и+УИ и —3аи или г=и- и(и—2а); (6) 


построимъ сначала в=Ии(и — 2а) и для этого отложимъ на пря- 
мой АУ часть АН=2а; изъ точки Н возставимъ перпендикуляръ 
къ АУ до пересфченя съ полуокружностью АЕЁ въ точкё Ки 
точку К соединимъ съ Ё; прямая КЁ=о и слВдовательно 


ф=и- 5. 


Отложивъ на АУ части: ЕМ и ЕМ', равныя ©, получимъ иско- 
мыя точки Ми М’, потому что АМ = АЁ + ЕМ = и+о и 
АМ’=АР—ЕМ'=и—5; черезь точки М и О проведемъ прямую 
до пересвченя съ прямою АХ въ точкв № и еще прямую чрезъ 
точки М’и О до пересёчешя съ прямою АХ въ точкё №. Тое- 
угольники МАМ и МАМ’ будуть искомые. 


17) Черезз точку, равноотстоящую от двух взаимно 
перпендикулярныхв прямыхв, провести такз съкущую, чтобы 
часть ея между прямыми была бы данной величины. 


Пусть АА’ и ВВ’ двБ прямыя, пересфкающияся подъ прямымъ 
угломъ, и М данная точка, равноотстоящая отъ этихъ прямыхъ; 
т канная длина. Означимь ИК=ММ буквою. а и предположимъ, 
что черезь точку № такъ проведена прямая РО, что РО=т. Изъ 
точки Р возетавимъ перпендикуляръ къ РО до пересёчешя съ про- 
должешемъ лини ММ въ точкф В; очевидно, ебли будемъ знать длину 
лини МА, то положеше точки Рбудеть вполн® опредфлено, потому 
что стоить только. описать окружность на лини МА и тогда въ 
перес®чени окружности съ А.А” получимь искомую точку Р.. 
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Означимъ длину лини МА буквою х, а длину лини МО буквою 


у; изъ точки Р опуетимьъ перпендикулярь Р® на прямую МА; тре- 
(Фиг. 24). 


ИО 


угольникь РЕЗ равенъ треугольнику ММО и слёд. РА=ОМ=у. 

Изь прямоугольнаго треугольника МРА найдемъ, что 
ИВ*=МР*+РВ*; 

но ИВ=МВ—МИ==—а, ИРЕРО—М0=т—у; РЕАЕМО=у 

и слБд. ` 


(в—а)*=(тр—у’+у’. (1) 
Площадь треугольника МРА равна ‚МВ.Р5 и :РИ.РЕ, а потому 
МВ.Р8=РИ.РЕ или (х—а)а==(т—у)у...... (2). 


Для исключеня у изъ (1) и (2) уравненй, умножимъ (2) урав- 
неше на 2 и почленно сложимъ съ (1); тогда найдемъ: 
=2—а=т?; откуда в== Ия т. 
Построеше. Продолживъ прямую КМ, отложимъ на ней часть 
МТ=т и точку М соединимь съ Т; тогда МТУ ИТ? ММ = 


=И@+ т’ и влёд. = МТ. На продолжешяхь линш ММ отло- 
- 3 
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жимъ части УВ = МВ, =МТиа на МВи МВ' опишемъ полуокружности. 


Если МВ>ЭМК т. в. У +т*—а>>24а пла т>2а/?= 20М, 


то эти полуокружности перескутъь прямую АА’ въ точкахъ 
Р.Р’. Р"иР”"; тогда получимъ четыре прямыя: РО.Р’О’,Р"0" 
и Р""О"", отвчающия вопросу. Еели МА=2МК, то полуокруж- 
ность, описанная на МВ, коснется прямой АА’ и мы получимъ 
три р®шенйя; если же ИЕ<>МК, то полуокружность, описанная 
на МВ, не пересъчеть прямой АА’ и тогда вопросъ допускает 
только два рашешя: Р’’О" и Р”’ 0". 


Примьчанае. Эта задача принадлежить Паппусу (Рарриз), 
александрйскому геометру, жившему въ Г\ вБкВ по Р. Х. 


Е) Шарз и цилиндр, натодящеся на одной зоризонталь - 
ной плоскости, пересьчь такз друзою плоскостью, параллель- 
ною первой, чтобы отстъиенные оббемы шара и цилиндра, 
находяииеся между плоскостями, относились какв 3:8. 


Положимъ, что шаръ и цилиндр помфщены на плоскости 0. Пусть 
В радусъ шара и г ращуеъ основаня цилиндра; „А точка касашйя шара 
къ плоскости 0; АВ маметръ шара и СР маметръ оснаваня ци- 


(Фиг. 25). 


линдра. Положимъ, что вопросъ рёшенъ и что искомая плоскость 
перес®кла шаръ и цилиндръ по кругамь ЕРи КГ, а маметръ шара 
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и ось цилиндра въ точкахъь У и № означимъ разстояне между 
плоскостями т. е. АУ или ММ буквою т. Объемъ сегмента АЕК 
'равенъ л2*(В— 2), а объемъ цилиндра СКЁО равенъ лид; тогда 


лх'(В— 2): пта=3 : 8, 


‘или 

2(В— 1): г'=3:8 
или ) 

2—3 Вх +3" =0; 
откуда 


2=В-+ у В—" и г=КВ-+У ВМ». 

Чтобы корни были дВйствительные, надо чтобы 1“? А? или 
т-К ВУ 2, а чтобы оба корня отвфчали вопросу необходимо, чтобы 
(Ву В 9?) +28 пли г * В. При г=ВУ2, г=3В в ю- 
просъ имфетъ только одно рёшене. Построеше самой величины 2 
легко произвести согласно & 17. 


Е) Раздьлить данную прямую на тавя двъ части, чтобы 
сумма площадей квадратовё, построенныхг на этих отртьз- 
кахд, была бы наименьшая. 

Пусть АВ=а данная прямая и положимъ”что АВ въ точк® С 
раздвлена на требуемыя части. Означивъ буквою 2х длину АС, уви- 


димъ, что ВС=а— <; ‘площади каж- (Фиг. 36); 
ДАГО изъ ти будуть: (@—5)* 
и 2*, асумма ихъ: (4—2) +”, коти.А. С В 


означимь черезъ 17”, т т надо опре- 
дьлить такъ, чтобы т? было бы наименьшимъ, о 


(а—=)*-+==т* или 22°—З ах + а*—т?=0; 
откуда 
а+У т —а 
т $ 

Подъ корнемъ находится разность, а потому, чтобы х было воз- 
можнымъ, надо для давать тавя значен!я, при которыхъ 210°— а* 
было бы положительнымъ или нулемъ; очевидно, если т дадимъ такое 
значене, что 21?— @°—=0, то т” и будетъ имвть наименьшее зна- 


3* 


= 
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чене, при которомъ 2 возможно, потому что давши для 2 еще мень- 
шее значене, разность 210°— а” бутеть менфе нуляси х будетъ 
мнимымъ. Подоживъ 21° — а*=0 или т? =1а*, найдемъ, что 2=1а 
и слВд. сумма площадей квадратовъ, построенныхъ на двухъ отр%з- 
кахъ данной прямой, будетъ тогда наименьшею, когда данная прямая 
раздВлена на равныя части. Построеше очевидно. } 

С) В данный треуюльникс вписать такой прямоуоль- 
никг, которазо площадь была бы наибольшая. 

Пусть АВС данный треугольникъ, въ которомъ основаше и 

(Фиг. 27). высота суть: 6 и №. Предположимъ. что 

вопросъ рьшенъ т. е. что въ тре- 
угольникВ АВС вписанъ прямоуголь- 
никъ ММРО, котораго площадь и 
есть наибольшая; означивъ стороны 
МР ип ММ прямоугольника буквами 
д и у, найдемъ, что 
АМ) [82 С 24 = т*. 


Изъ подобя треугольниковъ МВР и АВС имъемъ: 
МР: АС=ВЕ: ВО или #:6=(1—9):1; 


В 


откуда И Замфнивъ въ предъидущемъ уравненш д его 


величиною, получимъ : 
о = т? или уу + > 0; 


И ой 


Чтобы у было возможнымъ, необходимо, о подкоренная величи- 


на была бы боле или равна нулю; при этомъ услов!и 22 будетъ 
2 2 г 
7% 
им ть тогда назбольшую величину, когда И аа потому 


что давши для и значене еще ббльшее, эта разность будетъ отри- 


откуда 


} №? т? 
цатеёльною, а у мнимымъ. Изъ равенства т а находимъ, что 


ПРИЛ. АЛГ. КЪ ГЕОМ. 37 
._ 6. р : ь 
т' = тр; подставивъ же величину 17? въ выражеше для 9. полу- 


й . 
чиМЪ: уУ= т Для построешя искомаго прямоугольника раздълимъ 


ВО пополамъ въ точкв ЕЁ и череф точку Е проведемь прямую 
параллельно АС, которая пересёчеть АВи ВС въ точкв МиР; 
изъ точекъ Ми Р опубтимъ перпендикуляры ММ и РО на АС. 
Прямоугольникь ММРО будетъ искомый. 


ЗАДАЧИ. 


Возотановить однородность уравненй: 


24 в. ия р 
1. =. +6. 2. 2= И 1 —34. Эа = ет 


4. 2=У3. Б. зу=УЗа +. 6. а+у= тн 


Ч. -—@ю=0. 8. а 0. 9. 2+ В = 0. 


10. Уг+2+У=—1=3. 
Построить формулы: 
11. 34. 12. 3. 13. 2,834. М. т". 16. 9—0. 


2 —_ р 
18. 30- ба т 9 де вое, 
3с ь а—6 а-+6 
‚ —5? 3(2а—6)(а+5) 92—12 жу+ 4? 
3 ева за. си З32—у ь 
у я 2 909 
24. 2а6 - 3с4 р. 25. 45—04 ‚а Виа 
6 ас аь—с 
27 и 28 т — и -- т?п 2‘ +2‘у—у ыы 
" а— заб 6?` тети 4 ° я—Зауну? ° 
30. у 31. (уз. 82. 5/Г 38. 3/28 84. ий. 
а? то 


35. 36. 4 5. 37. 2-+-2И ту. 38. У 24 +36. 


385 
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воевода. 9, 
У2а6 


2 (уз—з/буе 48. У сум. 4 умы 


и а8—3а6— 53 
47. У аа ^ 


ыы 
45. У3а— 46° + 4а5. 


4 4 
48. /3а%с. 49. уа-+=". 50. 54. 51. а?+а5. 52. 42+ 35°. 
а3 


58. а*—25°. 54. 3а*—У с. 55. У 56. 34%. 51. 32°. 


аб 


58. аз+6. 59. а.003%. 60. . 
с. 6% 


61. /6е+60 05а. 


а? @- 52008 @ 
`азш + 6008 ь 

„ Опредванть уголь д построенемт: 
68. сих ны 64. ес ое - 

Рьшить сабдующия задачи помощю призоженя алгебры къ теометри: 

66. Начертить прямыя по данной ихъ сумм (или разности) и стно- 
шен!ю. 

67. Раздълить данную прямую @ на тая три чаети, чтобы первая 
часть относилась ко второй какъ дв® данныя прямыя # и 1, а вторая: 
къ третьей какъ друмя дв прямыя 5 и &. . 

68. Въ данномь круг вписать прямоугольникъ, котораго площадь. 
равнялась бы №". 

69. Построить квадратъ, равновеликй сумм двухъ или ВЖокольвихЪ 
данныхъ квадратовъ. 

70. Построить квадратъ, равновелик!Й разности данныхъ квадратовъ. 

71. Построить квадрать, площадь котораго была бы въ опредБленное 
число разъ б016е или менфе даннаго квадрата. 

79. Построить квадрать, равновелиюй 2 даннаго квадрата. 

73. Начертить кругъ, равномёрный сумм или разности нЪеколькихь. 
‚круговъ. 

74. Начертить кругъ, котораго площадь составляеть опредвленную 
цасть даннаго круга. 

75. Въ данномъ почукругВв вписать квадратъ, 


62. 


65. а. ‹з2=уи@—@. 
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76. Въ полувругв вписать прямоугольник, стороны котораго были 
бы пропорщональны даннымь прямымъ. 

77. На продолженши д1аметра круга найти такую точку, чтобы кася- 
тельная, проведенная изъ нея къ данному кругу, равнялась д1аметру круга. 

78. На продояжени даметра даннаго круга найти такую точку, чтобы 
разетоян!е ея до окружности было бы вдвое менфе касательной, прове- 
денной изъ этой точки къ данному кругу. 

79. Внфвписать квадрать въ данный треугольникъ. 

80. Въ данный треугольникь вписать прямоугольник, котораго ото-. 
роны были бы въ даниомъ отношении, 

81. Вписать въ данный треугольникь прямоугольник, плошаль ко- 
тораго была равна данной площади 

82. Построить квадрать по сумив или разности ого отороны съ 


магональю. 
83. Черезь точку пересёчешя двух окружностей провести такъ 0в- 


кущую, чтобы произведене подученныхь хордь ВЪ этихъ кругахь было 
бы равно #?. 

84. Раздьлить данную прямую на тая дв части, чтобы сумма ква- 
дратовъ, построенныхь на этихъ частях, была бы равномёрна данному 
квадрату. 

85. Построить прямоугольникь по сумм или разности неравныхъ 
его сторонъ и данной площади. 

86. Построить прямоугольникь по сторон и сумыв или разности 
длагонали еъ другою стороною. 

87. Построить прямоугольникъ по д1агонали и сумив или разности 
неравныхь сторонъ. 

88. Построить треугольникъ по основанию, углу при основани и сумм 
или разности двухъ другихь сторонъ. 

89. Построить треугольникь по двумъ сторонам и равнодвлящей 


угла между ними. 
90. Построить треугольникъ по сторон, площади, и отношеню дру- 


тихъ его сторонъ. 
91. Построить треугольникь по основано, углу противъ основашя и 


отношению двухъ другихъ его сторонъ. 
92. Построить треугольникъ по основанию, углу при вершин и сумы 
'иши разности двухъ другихь его сторонъ. 
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93. Построить треугольникъ по основан, высотв и сумм или раз- 
ности двухъ другихъ его сторонъ. 

94. Построить треугольникъ по сумм или разности двухъ его сто- 
ронъ, углу между ними и радусу описаннаго около него круга. 

95. Построить треугольникъ по оенованю, сумм или разности двухъ 
прочихъ сторонъ и ращусу описаннаго около него круга. 

96. Построить треугольникъ по периметру, одному изъ его угловъ и 
высот, проведенной изъ вершины даннаго угла. 

97. Построить треугольникъ по периметру, одному изъ угловъ и ра- 
дусу вписаннаго круга. 

98. Построить треугольникь по основанию, противулежащему ему углу 
и радтусу вписаннаго круга. 

99. Раздёлить треугольникъ на дв равномёрныя части прямою, про- 
ходящею чрезъ точку, данную на сторон треугольника. 

100. Раздвлить треугольникъ на нёоколько равныхъ частей прямыми, 
параллельными одной изъ его сторонъ. 

101. Раздёлить треугольникъ на части, находящееся въ данномъ отно- 
шени, прямыми, параллельными одной изъ его сторонъ. 

102. Раздлить треугольникъ на дв равномёрныя части прямою, 
перпендикулярною къ одной изъ его оторонъ. 

103. Раздлить треугольникь на дв равномёрныя части прямою, 
параллельною данной прямой. 

104. Раздьлить трапецю на дв равномёрныя части прямою, про- 
ходящею черезъ середину одного изъ боковъ. 

105. Раздьлить трапещю на опредфленное число равномрныхъ частей 
прямыми, проведенными параллельно основашямъ трапеци. 

106. Раздёлить трапецю на дв части, находящияся въ данномъ 
отношени, прямою, параллельною основанию. 

107. Раздвлить кругъ концетрическими окружностями на опредвлен- 
ное чиело равномврныхь частей. 

108. Раздёлить кругь концентрическими окружностями на четыре 


части въ отношени т:п:р: 9. 
109. Раздьлить кругь на опредфленное число равныхъ частей окруж- 
ностями, касающимися данной окружности въ данной на ней точЕ$. 


110. Даны двф концентричесвя окружности; начертить кругъ, равно- 
велик площади, заключенной между двумя данными окружностями. 
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131. Даны два круга. Изъ центра одного изъ этихь круговъ описать 
такую окружность, чтобы площадь, заключенная между его окружностью 
и начерченною, была бы равномёрна площади другаго круга. 

112. Черезъ точку, лежащую внутри даннаго угла, ‘провести сВкущую 
такъ, чтобы прямоугольникъь изъ отрёзковъ, полученныхь на бокахъ 
угла, быль бы равномвренъ данному квадрату. . 

113. Чрезь точку, данную внутри’ угла, провести сфкущую такъ, 
чтобы прямоугольникъ изъ отрёзковъ ея, опредёленныхь данною точкою 
и боками угла, быль бы равновеликъ данному квадрату. 

114. Провести между сторонами угла прямую данной величины, кото- 
рая отсвкала бы отъ угла треугольникъ, равновелию данному квадрату. 

115. Даны дв точки Аи В и прямая ХУ, Требуется найти па прямой 
ХУ такую точку С, которую если соединимъ съ данными точками, то 
образовались бы два угла АСХ и ВСУ сумма или разность которыхъ 
равнялась бы данному углу $. : 

116. Найти на прямой ХУ такую точку, чтобы еумма или разность 
разстоянй ея до двухъ данныхъ точекъ равнялась бы данной прямой. 

117. Дана прямая и двЪ точки по одну сторону ея. Опредфлить на 
данной прямой такую точку, чтобы прямыя, проведенныя оть нея къ 
двумъ даннымъ точкамъ, составляли равные углы съ данною прямою. 

118. Дана прямая и дв точки по одну сторону ея. Опредфлить на 
данной прямой такую точку, чтобы прямыя, проведенныя оть нея къ 
двумъ даннымь точкамь, составили бы съ данною прямою углы, изъ 
которыхъ одинъ быль бы вдвое боле другаго. 

119. На данной прямой найти точку, разность оть разстоян!й которой 
до‘лвухъ данныхь точекъ, лежащихь по разнымъ сторонамъ этой пря- 
мой, была бы наибольшая. 

120. Дана прямая и двЪ точки по одну сторону ея. На этой прямой 
найти такую точку, чтобы сумма разотоян!й оть нея до двухъ данныхъ 
точекъ была бы наименьшая. 

121. Черезь точку, данную внутри угла, провести такъ сВкущую, 
чтобы полученный треугольникъ имфлъ наименьший периметръ. 

122. Дана пирамида, у кот. основаше 4? и высота №. Провести такъ 
плоскость, параллельно основаню, чтобы въ офченши получилея бы много- 
угольникъ, равновеликйЙ данному квадрату ^?. 

123. Пересёчь такъ конусъ плоскостью, параллельною основаню, 
чтобы въ сфчени получился кругъ, равный данному. 
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124. Пересёчь цилиндръ такъ плоскостью, параллельною 06и, чтобы 
площадь овчешя была бы данной величины. 

125. Пересёчь шаръ плоскостью такъ, чтобы въ сфчени получился 
кругь даннаго радуса. 

126. Разделить въ данномъ отношен!и боковую поверхность цилиндра 
плоскостью, параллельною основантю. ' 

127. Раздвлить въ данномь отношенш объемъ цилиндра плоскостью, 
параллельною основан. 

128. Раздёлить на п равныхь частей боковую поверхность конуса. 

129. Раздфлить объемъ конуса въ отношени 8 въ 19 плоскостью, 
паразлельною основаню. 

130. Раздвлить боковую поверхность конуса плоскостью, параллельною 
оспованю, на тавя дв части, чтобы средняя пропоршюнальная между 
ними равнялась площади офченя. 

131. Пересёчь шаръ плоскостью такъ, чтобы его поверхность или 
объемъ разд®лился бы въ данномъ отношении. 

132, Раздвлить маметрь шара на ташя три части, что если черезъ 
точки дёленя проведемь плоскости, перпендикулярныя къ этому даметру, 
то объемы полученныхь частой были бы равны. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ. 
у ВВЕДЕНЕ. 


Предметъ и раздфлен!е аналитической геометраи. Анали- 
тическая геометрия имфеть предметомъ своимъ изложене общихъ 
способовъ приведеня изслфдовани геометрическихь протяженй къ 
изслбдованию алгебраических выражен —и объяснене употребле- 
ня этихъ способовъ радомъ частныхъ приизровъ. Вопросы, р%- 
шаемые въ аналитической геометрш, бываютъ двухъ родовъ: одни 
относятся къ опредзлешю положешя точки, лини и поверхности, 
а друпе—къ опредфленйю числовыхь величинъ геометрическихь про- 
тяженй— длины, площади и объема. 

Аналитическая геометря раздфляется на дв части: апалити- 
ческую зеометрёю на плоскости и аналитическую леометрю 
в5 пространств; въ первой разоматриваются только тв протя- 
женя, которыя могуть быть помфщены на плоскости, а во вто- 
рой— вс протяжешя, помфщенныя гдв нибудь въ пространств. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЯ НА ПЛОСКОСТИ. 


ОТДВЛЪ ПЕРВЫЙ. 


Понят!е о гвометрическихь мфстахь. Представлене геометрическихь мфеть чертежемь. 

Опредёаеще относительнаго позоженй точки на плоскости. Системы координать. Опре- 

дВлене разотояшя между двумя точками. Опредвлене площади треугольняза. Д®лене 

прямой эъ данномь отношенш. Выражене геометрическихь узсть посредствомъ уравнен. 

Раздвлене ив на влассы и порядеи. Геометрическое значеше уравнеши съ двумя пе- 

ремённыхи г и у, обозначающими координаты точви на плоскости. Частные случат. Чер- 
чене лини по данному ея уравнентю. Задачи. 


$ 1. Понят1е о геометричеекихъ м%фстахъ. Въ аналитичес- 
кой геометрии на плоскости разематривають только тв линш, ко- 
торыя могуть быть помфщены на плоскости, а потому намъ 
слёдуетъ здвеь ограничиться изучешемъ только лин, служа 
щихъ предблами различныхь частей плоскости, въ которой он% 
помёщены. Линя; проведенная какъ нибудь на плоскости, безъ со- 
мншя есть кривая; но она не составляетъ предмета для изелво- 
ван; необходимо, чтобы былъ извъетень законъ ея образовашя 
т. е. чтобы намъ было извфетно какую именно она отдфляетъ часть 
плоскоети отъ другой. Для этого слдуеть указать общее `свой- 
ство точекъ этой лиши, по которому он отличаются отъ прочихъ 
точекъ той же плоскости т. е. чтобы линйя —общЙ предёлъ двухъ 
частей плоскости— служила бы переходомъ отъ точекъ одного свой- 
ства въ точкамъ противуположнаго свойства. А такъ чакъ точки, 
взятыя отдЬльно, не представляютъ какого-либо безусловнаго раз- 
лиЧя, то поэтому ихъ необходимо отличать по своему положению 
относительно пругихъ точекъ и лин. Объяснимь это при- 
м рами. 

ПРимеРЪ 1. Даны на плоскости двЪ точки А и В. Всякая точ- 
ка М, взатая на той же плоскости, говоря вообще, ближе къ одной 
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изъ нихъ, нежели къ другой, и если станемъ различать точки, ле- 
жащя ближе къ А, ч$мъ къ В, отъ точекъ, лежащихь ближе къ 
В, нежели къ А, то первыя будуть лежать на одной части плос- 
кости, а вторая на другой части плоскости и эти части будуть 
пыфть конечно общ предфль или переходь отъ одной части плос- 
кости къ другой. Точки предфла не будутъ принадлежать ни той, 
ни другой части плоскости, или же будуть принадлежать равно’ 
обоимъ, потому что каждая точка предфла должна быть равно 
удалена отъ точеъ А и В; въ противномь же случаз она не 
лежала бы на этомъ предфлЪ, а находилась бы на одной изъ час- 
тей плоскости. Предъль двухъ частей плоскости въ разсматривае- 
момт, случа® есть, какъ уже извфетно, прямая, проходящая чрезъ 
середину разстоявя между точками А и В, перпендикулярно къ 
прамой, соединяющей эти точки. 

Примёръ 2. Даны на плоскости двЪ пересфкающеся пряныя АВ 
и АС. Всякая точка, взятая на этой плоскости, говоря вообще, 
ближе къ одной изъ прямыхъ, нежели къ другой, и если станемъ 
различать точки, лежащя ближе къ прямой АВ, чёмъ къ АС, 
оть точекь лежащихь ближе кь АС, нежели къ АВ, то первыя 
будуть лежать на одной части плоскости, а вторыя— на другой и 
эти части будуть имфть конечно общ предфль или переходь оть 
одной части плоскости къ другой. Точки предфла № будуть при- 
вадлежать ни той, ни другой части плоскости, или равно обоимъ, 
потому что каждая точка предфльной лини должна быть равно уда- 
лена оть АВ и АС; въ противном же случав она не лежала 
бы на этомъ предфлв, а находилась бы только на одной изъ частей 
плоскости. Предёль двухъ частей плоскоети въ разсматриваемомъ 
случа, какъ уже намъ изветно, есть равнодфлящая угла ВАС. 

Примёръ 3. Возьмемъь на плоскоети дв$ точки Ап Ви отне- 
семь къ нимъ круга точки плоскости, различающёяся тмъ, что одн® 
изъ нихъ будуть ближе къ А, чём В, а друмя дальше отъ А, 
нежели В. Первыя изъ нихъ будуть лежать на одной части плос- 
кости, а вторыя—на другой, и эти части будуть отдвлены другъ 
отъ друга общимь предфломъ— лишею, которой вс№` точки удалены 
оть А на столько же, на сколько точка В удалена оть 4. Пре- 
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дъль двухъ частей плоскости въ разсматриваемомъ случаз есть 
линя, наз. круговою линею или просто окружностью. 

$ 2. Линя, точки которой удовлетворяютъ одному и тому же 
условю, по которому ихъ отличаютъ отъ прочихъ точекъ плос- 
кости, наз. также геометрическим мъстомз точен. Такъ, въ 
первомъ примёрф предъидущаго параграфа, прямая будетъ геоме- 
трическое мЪето точекъ, равноудаленныхь отъ двухъ несовпадаю- 
щихь точекъ; во второмъ примфрЪ. прямая же будетъ геометричес- 
кимъ мфетомъ точекъ, равноудаленныхъ отъ двухъ несовпадаю- 
щихъ прямыхъ; въ третьемъ иримфрф окружность есть геометри- 
ческое мЪото точекъ, равноудаленныхъ отъ данной точки. 

Въ аналитической геометрии разематриваютъ только тВ линш, кото- 
рыя представляют извфетное геометрическое мёсто точекъ, а потому, 
если тамъ говорятъ о какой либо линш, то предполагаютъ, что 
законъ ея образованя уже извфстенъ; лини же, начерченныя на 
плоскоети произвольно, не составляютъ предмета для изслёдован!й 
аналитической геометрии. 

\ 3. Изображене геометрическихъ ифстъ чертежемъ. 
Вогда извфстно общее свойство точекъ геометрическаго мЪста, то 
его можно начертить или непрерывным движенеме или по 
точкамг. Въ первомъ случаъ черчене производится посредствомъ 
такихъ приспособлен, въ которыхъ каравдашь или перо, двигаясь 
по бумагВ, опишетъ искомую линНо; напр.: черчеше въ окружности 
циркулемь или ипроведене прямой посредствомъ линейки ит. п. 
Во второмъ же случав черчене производится такъ: на основанш 
даннаго свойства точекъ геометрическаго мфета, находатъ рядъ то- 
чекъ, по возможности ближе другъ къ другу и удовлетворяющихь 
требуемому условию, а за тВмъ уже отъ руки или же съ помощю 
лекалъ соединяютъ эти точки непрерывною чертою. Напримфръ, зная, 
что геометрическое мЪсто точекъ, равноудаленныхъ отъ двухъ дан- 
ныхъ точекф есть прямая, можемь начертить ея помощию одного 


циркуля. Для этого возьмемь дв точки А и В и изъ точки А` 


опишемь дугу ращусомъ. большимъ половины разстояшя между 


А и В, а потомъ изъ точки В опишемъ дугу тёмъ же радгусомъ, 
у Ил 
которая перебёчеть первую дугу въ точкахъ Ми М, Увеличивь 
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нЪсколько этоть радусь, сдвлаемъ тоже построеше и получимъ еще 
дв точки М и М ит. К Если (Фиг. 1). 

теперь соединимь эти точки непре- > 

рывною чертою, то и получимъ при- ух Ух 
близительно прямую ММ. === в ЕЕя 


$ 4. Опредфлене относительнаго положен1я точки на 
плоскости. Системы координатъ. Изъ предъидущихь парагра- 
фовъ вилфли, что положене линш на плоскости будетъ дпредфлено, 
когда’ знаемъ положене ряда точекъ, принадлежащих ь этой лини и 
близкихъ между собою какъ угодно; площадь фигуры будетъ также 
вполнф опредфлена, если известно положеше линш, ограничивающей 
эту фиггру. Отсюда выходить непосредственно, что, приступая къ 
изучению лин, слЪдуеть прежде всего изучить способы опредфленя 
положеня точки на плоскости. 


$ Б. Величины, служащая дзя опредфлевшя положешя точки на 
плоскости, называются координатами точки; очевидно, что можно 
придумать много способовъ для опредёлейя положешя точки на 
плоскости, и каждый изъ нихъ составляеть особую систему ко- 
ординатв. Здесь пока раземотримъ только дв системы: 


1. Прямолинейная прямоулюльная. Въ этой систем положе- 
ве точки опредфляется относительно двухъ взаимно-перпендикуляр- 
ныхъ прямыхъ, называемыхь осями и 2). 
координат; одна отъ этихъ прямыхъ 
называется осью абециссе, а пругая— 
осью ординатв; точка ветрёчи осей 
координатъ называется началомс ко- 
ординатз. [ля отлишя на чертежь ото 
одной оси отъ другой пишутъ при оси 
абсцисеъ букву =. а при оси ординатъ 
букву у, какъ указано на фиг. 2; въ 
этомъ случав, вмЪето оси абециссъ го- 
ворятъ иногда 065 икс0в5 и вмото оси ординатъ—06ь ирековв. 


Положене какой либо точки М на плоскости еще не будетъ 
кз 
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вполн% опредвлено, если только извфетны разстояшя отъ нея до 
осей координать т. е. если даны величины МО и МР (Фиг. 3) 
пли ОРи 00, потому что есть еще три точки М, М” и М", 

(Фиг, 3). отетоящя отъ осей координатъ на 
разстоявяхъ воотвфтетвенно рав- 
ныхъ ОРи 00. Поэтому, для пол- 
наго опредфленя положеня точки 
на плоскости, условились ставить 
знаки (+) и (—) при числахъ, 
выражающихъ разстояня отЪ точки 
до осей координатъ, и мы будемъ, 
если не скажемъ противнаго, писать 
\ знакъ (+) при числахъ для раз- 
стоянй, откладываемыхъ отъ начала координатъь вправо по оси 
абсцисоъ и вверхъ по оси ординатъ, а знакъ (—) будемъь писать 
при числахъ для разстоянйЙ, откладываемыхь отъ начала коорди- 
натъ вафво по оси абециесъь и внизъ по оси ординатъ. 


Разетоян!е или число для разстояшя отъ данной точки до оси 
ординатъ (считаемое по оси абсциесъ), взятое съ приличнымъ зна- 
комъ, называется абсуиссою данной точки, а разетоян!е или число 
для разстояшя отъ данной точки до оеи абециссъ (ечитаемое по 
оси ординатъ), взятое съ приличнымъ знакомъ, называется орди- 
натою данной точки; абсцисса и ордината какой либо точки на- 
зываются координатами разематриваемой точки. Въ са детв!е при 
нятыхъ условй видимъ, что въ первбмъ угл жОу (фиг. 3) абе- 
циссы и ординаты точекъ будуть положительныя; во второмъ угл 
У0х’ — абециссы точекъ будутъ отрицательныя, а ординаты точекъ 
положительныя; въ третьемъ углф ’Оу’ — абециссы и ординаты 
точекъ будутъ отрицательный; въ четвертомъ угл8 У’Оз— абециесы 
точекь будутъ положительныя, а ординаты точекъ—отрицательныя. 


Посл предъидущихъ объяенен!Й легко будеть опредёлить поло. 
щен!е точки на плоскости при прямоугольной систем$ координатъ, когда 
даны ея координаты. Такъ напр. если дано опредфлить положен!е 
точки на плоскости, абецисса которой равна —2, а ордината равна —3 
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Для этого возьмешь на плоскости дв взаимно перпендинулярныя 
(Фиг. 4). 


прямыя Ох и Оу (фиг. 4) п на пря- 
мой Ох отложимъ, влВво отъ точки О, 
двф единицы длины (если единица мёры 
не дана, то выбираемъ ее сами); потомъ 
черезъ точку Р проведемъ прямую РО, 
параллельно оси ординатъ, и на ней 
отложимъ отъ точки Р, внизъ отЪ оси 
абсциссъ, три такихъ же единицы; по- 
лучимь искомую точку М, 


Изъ опредзлен!я абециесъ и ординатъ точекъ видимъ: 1) чо 
координаты начала т. е. точки О суть: 0 и 0; 2) что абециевы 
точекъ, лежащихъ на оси ординатъ, равны нулю, а ординаты то- 
чекъ, лежащихь на оси абециесъ, также равны нулю и 3) что 
абсциссы и ординаты о точекъ могутъ имфть веЪ величины отъ 
= оо 10 —©. 

Въ аналитической геоиетри выфсто того, чтобы писать: дана 
точка М, которой абецисса равна №, а ордината равна #, пишутъ: 
дана точка М (1, №); слёдовательно, если дана ‘точка (1,—4), то 
это значить, что абецисса точки равна 1. а ордината этой же 
точки равна — 4. ь 

|) Косоуюльная. прямолинейная система координате. Въ этой 
систем положене точки опредляетея относительно двухъ прямыхъ, 
ветр®чающихь подь какимъь либо угломъ; (Фиг, 5). 
одна` изъ прямыхъ называется осью абсциссв, 
а другая—0сью ординат. При оси абецисеъ 
ставятъ букву х, а при оси ординатъ букву 
уи, вывето 06и абецисеь и 0си ординатъ, 
иногда говорятъ: ось х-въ и 06ь у-въ. 

Возьмемъ какую-либо точку А на плоскости, 
тд помфщены оси координатъ, и проведемъ 
чрезъ эту точку прямыя, параллельно осямъ 
координатъ, до ветрёчи съ ними въ точкахъ 
Ри .0: положене точки М будеть вполн® опредфлено, если извзотны 
числа, выражающя длины ОРи 00, взятыя съ надлежащими знаками 


4 
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(смотри предъид. случай). Напр. если дано опредфлить положене точки 
(2, —1) при косоугольной системё координать, въ которой утолъ 

(Фиг. 6). 905=45°, то дяя этого начертимь дв% 


у прямыя 0х и Оу, вотрчающияся подъ уг- 
чомъ въ 45°, и по оси х-въ отложимъ отъ 
точки О вправо двф единицы; чрезъ точку 

55 Р проведемь прямую, параллельно оси 
у-въ, и на ней, отъ точки Р отложимъ 
внизъ одну такую-же единицу; точка М 
будетъ искомая. 

& 6. Задача 1. Опредълить разстояте меожду двумя 
данными точками по координатамё этихб точенс. 


1) Начертимъ прямоугольную систему координатъ и возьмемъ двЪ 
(Фиг. 7). точки Ми М; означивь координаты точки 

МИ буквами 2, и У, а координаты точки 
М буквами 2, и у», опредфлимъ длину пря- 
мой ММ, которую означимъ буквою д. 
Изъ точекъ Ми М опустимъ перненди- 
куляры МР и М№О на ось абоциссъ, а 
изъ точки ЛМ проведемъь прямую, парал- 
> лельно оси абецисеъ, до встрфчи съ №0 
въ точкЪ В. Изъ прямоугольнаго треуголь- 


ника ММА имфемъ: 
ИХУ=у `ИВ* + М№В*; 

но МЕ=РО—00— ОР, =, МВ=М0—В0=М0—МР= 
=у-—и и МУ=д, следовательно С 

_д=И (ав) + (и)... 
т. в. разстояще между двумя данными точками равно кор- 
вю квадратному из5 суммы пквадратовг разностей коорди- 
нат даннышб точекс. 

Примьчане. Въ аналитической геометрш, если выводятъ какую 
нибудь формулу изъ чертежа, то точкамь, къ. которымъ относится 
эта формула, обыкновенно даютъ на чертеж частное положенте; 
однако полученная формула не будетъ частною, а есть обиия 
т. . остается справедливою, какого бы ни было положене раз- 
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сматриваемыхь точекь; это происходить въ слфдетве условй от- 
(Фиг. 8). 


посительно знаковъ, поставляемыхъ перед 
числами, выражающими разстояня точекъ 
до осей координатъ, что видно изъ слдую- 
щаго примфра. Предъидущая (1) формула 
была выведена въ томъ предположени, что 
точки Иа, 91) и № х,, у,) лежали на 
первомъ угл; возьмемъ теперь напр. точку 
М(,,:) въ третьемъ угл, а точку 
М№сз,, у») въ первомъ угл, какъ указано въ 
фиг. 8. Соединимъ прямою точки М и № . 
п означимъ длину прямой ММ буквою 0; изъ точекь Ми № 
опубтимъ перпендикуляры. МР и МО на ось абециееъ, а изъ точки 
М проведемъ прямую, параллельно оси абециееъ, до вотрфчи съ 
продолжешемь прямой №О въ точкф А. Изъ `прямоугольнаго 
треугольника ИМЕ имфемъ: ММ=У ИВ*-+ №В*; в, МВ=РоО= 
=00+ ОР=а,— а, "), МВ=М№0 + ОВ=М0-+ МР=у,--у ип 
И№=д; а потому 


9=У (2, — =) (ии). 
Численный примфръ. Опредфлить разстояне между точками: (—1, 2) 
и(—3,—4). Означивъ искомое разетояше буквою д, получимъ по 
формуль (1): 
8=И[-1—@С 3 +8-С = =ИУ. д 

1). Начертимьъ косоугольную систему координать, для которой уголь 
наклонения воть ®, и положимъ, что даны (Фиг. 9). 
точки: М(,, у, ) и №(2,, у»). Соединивъ пря- У К 
мою точки Ми №, проведемъ изъ этихъ 
же точекь прямыя, параллельно оси орди- 
нать, до вотрчи еъ осью абециесъ въ точ- 
кахъ Ри 0; также изъ точки М проведемъ 
прямую, параллельно 0си абецисеь, до 
вотрёчи съ прямою №0 въ точкё А. Изь 
треугольника ММВ имЪемъ: 


*) =, означаеть число для разотоныя оть точкя М о оси ординать, взятое съ зиа- 


коль (—-), а ОР вь формулв есть длина лини, а потому и равняется — и, 


4* 
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И№—ИЕ?-- МВ*—2 ИЕ. МЕ.со3МЕМ; но МЕ, МЕ=у,—у 
созМЕМ-= 003(180°— 6) = —005@, а потому, означивъ длину прямой ях 
буквою 8, найдемъ: 
8°—(2,— < + (у— и, 2(2,—2, {9.— У ) оз. (2) 

Если 0—90°, то с00—=0 и мы подучимь (1 
щаго параграфа. АС 

} 7. Задача П. Опредълить площадь треуольника по ко- 
ординатамз ею вершин. Начер- 
тимъ прямоугольную вистему коорди- 
натъ и треугольникь ММР; означивъ 
координаты точки М буквами т, п 
У, координаты точки У — буквами 
т, и у, и координаты точки Р’бук- 
вами 2; и у., опустимъ изъ точекъ 
М,\№аР перпенцикуляры: МК, №, 
п РО на ось абсциесъ. Изъ чертежа 
виДимъ, что 

р МУР=КММГ-- ГУРО—КМРО; 

но четыреугольники: КММЕ,МРО п КМРО суть трапеци; поэтому 

ИХР— (МК- и | (МЕ-РО)ТО (СМК-+ РО)КО; 

2 й 2 
замфнивъ величины лин въ зависимости отъ координатъ вершинъ 
треугольника получимъ: 
ИМР= (у: тн у) (2—2) + (у. Уз) (2. —@)— (и, у: (2—2) 
2 

Выпишемъ отдфльно числителя и произведемъ указанныя дЬйств!я; 
найдемъ: 2, У, +2, у—%, У, — 2 9, + 2: 5+2, У —25у, — 2, 


(Фиг. 10). 


—42, у —2 у ту, +2, у,; сокративъ члены съ 2,7, исъ 2, уз, 
— Ве. т 
возьмемъ за скобку множителемь; — у, въ членахъ, подчеркнутых 
одною чертою; + у» въ членахъ, подчеркнутыхь ——=; + 4» въ чле- 
нахъ, подчеркнутыхьъ-—-—и наконець —з въ членахъ, подчеркну - 

тыхъ —/; найдемь: 


— (23 —2,) + у (а3— 22) + (2—2) —у,(т,—2). 
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Въ первыхь двухъ членахъ возьмемъ за скобку множителемъ: 
х,—т,, авъ двухъ другихъ членахъ:— (2›—-2:); тогда получимъ: 


(2 — <, )(у— у.) —(@&—2)(%— У»). 
Сл довательно площадь треугольника 
а.) (у.— и )— (2, — 221) (9. —%) Е 
2 

Если бы координаты вершинъ треугольника МУР означили тии 
же самыми буквами, но не въ томъ порядкф, какъ въ предъиду- 
щемъ случа, напр. координаты точки М означили буквами 2, и 
4», координаты точки № буквами 2; и у, а координаты точки Р 
буквами 2; и у, или въ какомъ нибудь другомъ порядкф, то, въ 
этомъ случав, формула для площади треугольника МР будетъ 
отличаться отъ формулы, найденной нами сейчасъ, только знаками 
при произведешяхь: (2. —2,)(у.— 9, ) и (2, —21)(у, —9»); поэтому, 
означивъ площадь треугольника буквою 4, а координаты его вер- 
шинъ: (2,9), (25, у) и (2,, уз), получимъ: 


(3—2, )(у—и)— (2, —2)(9, —9) паи 
2 


ИМР = (2,— 


ч= = 


4===( а, у — 2 У, + 23 у—®, Уз, Уз— 9 у). 


Ш) Если же треугольникъь ММР будемъ разсматривать при косоуголь- 
ной систем координать, то, означивъ уголь наклоненя осей координатъ 
буквою ®, найлемь, что площади трапеций: КММГ, [УРО и КИРО вы- 
разятся соотвётетвенно: 1(МК--МЕ)КГ. зо, (М, РО)ГО5шо и 
З(МК-+ РО)КОзто. ПослВ преобразован, указанныхъ въ предъидущемъ 
случа®, выведемъ, что площадь треугольника равна: 


(2—2) (у), (4—9) С 
5 ` ь 


ч== 


$ 8. Задача 3. Найти па прямой, соединяющей двь дан- 
ныя точки, такую точку, которая дьлила бы эту прямую 
в5 отношеви т кб 1. 

Пусть М и М двф данныя точки; означимъ координаты точки И 
буквами 2, и у, а координаты точки М буквами 2 и у», и п0о- 
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ложимъ, что въ точкв К прямая ММ раздьлена въ отношенш и 
къ в те. МК: МК=т-: п. Изъ 
точекъ М, Ки № проведемъ прямыя, 
параллельно оси ординатъ, до ветрёчи 

съ осью абециесъ въ точкахъ Р, 

и 0: изъ точекъ М и К проведемъ 
прямыя, параллельно оси абецисеъ, 
которыя переекутъ, прямую КЁ въ 
точкВ $ и прямую ХОзвъ точк® А. 
Означимъ координаты точки А буква- - 
ми хну. 


(Фиг. 11). 


Треугольникъ МИА подобенъ треугольнику КА, а потому 
М5 МК КУ. МК 
КЕ МК "МВ МК 
или 


откуда: 


та, „тут, 
0-8 тв 
Если точка К лежитъ на середин® прямой ММ, то = и ко- 
ординаты середины прямой ММ будуть: 
ро и + т, | __ пу, + пу. _ У 
п+ п 2 И 


$ 9. Выражене лин (геометрическихъ м%етъ) поесред- 
ствомъ уравнен!й. Положимъ дана на Е 
плоскости лия АВ, какъ извЪфотное 
геометрическое мЪето точекъ; отнесемь 
ея къ прямолинейной систем Оу ко- 
ординатъ, которую выберемъ произвольно 
ВЪ той плоскости, гдф кривая, и озна- 
чимъ буквами 2 иу координаты‘ ОР и 
МР какой либо точки М, взятой на 
данной лини, Если точку М будемъ 
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двигать по лини АВ, то координаты точки М будуть измВняться, 
и если. 2 дадимъ какое либо значеше, то и для У получимь одно 
или нфеколько значенй, но не произвольныхь, а опредзленныхь 
данною линшею. Напр. (фиг. 12) для х, равнаго ОР, получимъ 
ординату МР точки кривой, соотвётетвующую этой абсциесв и 
вполнф опредвленную. 

Эту зависимость между т и 7 выражаютъ уравненемъ, видъ 
котораго зависить оть даннаго геометрическаго мЪста. Такъ, если 
при всяком значеши абециссы точки даннаго геометрическаго мфета, 
соотвётствующая ордината будеть равна абециссф, то пишут 
уравнение: 

у—=х, 
если для даннаго геометрическаго мфета точекъ ордината каждой 
изъ нихь равна квадрату соотвётотвующей абецисс®, то пишутъ 
уравнене: 

у=а” 


и вообще, если для каждаго опредфленнаго значешя 2 соотв®т- 


ствуеть опредфленная величина У и если веякому опред ленному 
измненио 2 соотв®тетвуеть опредвленное измнеше у, то тово- 
рать, что у есть функщя 2 и пишутъ: 

у = [(=) *); 
а для того, чтобы у было функщею ж, надо, чтобы 2 иу были 
связаны уравнешемъ: , 
Ес, у) = 0. 
Если каждая пара рьшенй (имфемь въ виду только дйстви- 
тельных значешя 2 и У) неопредёленнаго уравнешя Ё(5, у =0 
предетавляетъ координаты какой либо точки ливни АВ и обратно, 
если координаты каждой точки этой лини будутъ представлять 
пару рёшенй ‚того же уравнешя Ех, у)=0, то это уравнеше 
называется Уравнешема лини АВ. Получить такое уравнен!е 
для даннаго геометрическаго мфета значить’ составить или вы- 
вести уравнене данной лини. 


*) Сы. $ 425 начальной алгебры, составаенной мною. 
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Всякое свойство Е(х,у), зависящее отъ значенй 2 и у, обра- 
щающихь эту функшю въ нуль, иметъ какое либо геометрическое 
значен!е для лини АВ, потому что вс пары р®ёшенй уравнен!я 
Е, у)=0 суть координаты точки лини АВ, и обратно: всякое 
свойство лини АВ имветъ какое либо соотвзетвующее себ’ свой- 
ство Е(х., У), зависимое отъ значенй т и у, уничтожающихь эту 
функцю. такъ какъ координаты всякой точки лини АВ суть пары 
рёшенй уравненя Ё(х, у) =0. Поэтому, изслдован!е свойствъ ли- 
лини АВ приводится къ изслфдованшю свойствъь Ё(2.у) въ урав- 
нени Ё (2, У)=0 и кь показаню геометрическаго значеня посл®д- 
нихъ. Замфтимь также, что вмфсто того, чтобы сказать ‘дана ди- 
я, которой уравнене Р(х, у) =0, говорятъ дана лия: Е(х, у)=0. 


Изъ предъидущаго слфдуетъ, что если требуется узнать нахо- 
дится ли данная точка на данной лини Ё(,У)=0 или данная 
лин!я проходитъ черезъ данную точку, надо замфнить въ уравнени 
< пу ихъ величинами, и если уравнене послф подстановки обра- 
тится въ тождество, то это значитъ, что данная точка лежитъь на 
данной лиШи или, все равно, что данная лин я проходить черезь 
данную точку. 


Примёръ 1. Узнать точка (—1,4) лежитъ ли на лини: 2°-+у==5? 
Подетавивъ въ это уравнене —1 вифето ти 4 выето у, най- 
демъ: (—1)°+4=5 или 5—5; такъ какъ получили тождество. то 
поэтому говоримъ, что данная точка лежить на данной лини. 


Примфръь 2. Проходить ли ‘лия: 3®—9-+5=0 черезъ точку 
(2,—2)} 
Подставивъь въ уравнеше вмфсто тиу числа 2 и —2, 


найдемъь 13==0; это показываетъ, что данная лия не проходитъ 
черезь данную точку. 


& 10. Частные случаи. Въ предъидущихъ разсуждешяхь мы 
имфли въ виду, что для опредфленнаго значена одной изъ пере- 
мВнныхь хи 9, другая принимаеть также соотв тотвующее зна- 
ченше. Однако можеть случиться, что для какого либо значен!я 
одной изъ перемфнныхь другая имфетъ постоянную величину; такъ 
наприм$ръ, можеть случиться, что при различныхь значешяхь х, у 
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будеть сохранять свою величину, равную 6; въ такомъ случа точ- 
ки данной лини будуть находиться отъ оси х-въ на одномъ и 
томъ же разстояни т. е.’ данная лин!я будеть прямая, параллель- 
ная оси абециесь и которой уравнение: 

у=в 
слфдовательно уравнене у = }, зд Ъ постоянное число, 6у- 
дет5 уравнешемс прямой, параллельной оси адециссв. Когда 
же Б=0, то прямая совпадаеть съ осью абециссъ, и потому у=0 
есть уравнене оси абециесъ. ‹ 

Точно также. если для произвольныхъ значешй у. х сохраняетъ 
одну и туже величину, равную @. то это показываетъ, что точ- 
ки разсматриваемой лиши находятся на одномъ и томъ же раз- 
стояни отъ оси ординатъ т. е. данная лишя есть прямая. парал- 
лельная оси ординать и которой уравнене 

; # — в; 
слёдовательно уравнеше х = а принадлежит прямой, па- 
раллельной оси ординат. Когда же а = 0, то прямая совпа- 
даеть съ осью У-въ и потому уравнеше: х = 0 сесть уравнеше 
оси ординатъ. 

$ 11. Прим$ры на составлен1е уравнен1Я геометрическихъ 
мфетъ. Чтобы понять какимъ образомъ выводятся уравненя ли- 
ий. представляющихъ извфотныя геометрическя м$ста. составимъ 
уравнешя нфкоторыхъ изъ нихъ. При этомъ замвтимъ, что успёхъ 
составленя уравнешя даннаго геометрическаго м%ста зависить 
оть боле или менфе основательнаго знанйя. предшествующаго 
курса математики, оть навыка и способности рёшающаго вопросъ. 
Продолжительность составлешя уравнешя даннаго геометрическаго 
мВста зависитъ: во 1) отъ выбора самаго способа вывода уравне- 
вя, такъ какъ уравнен!е одной и той же линш можемъ быть получено 
различными путями, изъ которыхъ одни скорве приводятъ къ цфли, а 
друме медленне, иво 2) отъ опредфленя искомаго геометрическаго 
м%ста, такъ какъ одна и таже лишя можеть быть разсматриваема 
какъ геометрическое мЪето точекъ, полученныхь при различныхъ 
условяхъ. Такъ напр.: окружность можно разематривать какъ гео- 
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метрическое мВето точекъ, равноотетоящихь отъ данной точки; какъ 
геометрическое место точекъ, отношения разстоян которыхъ до 
двухъ данныхъ точекъ постоянно; какъ геометрическое ифето вер- 
шинъ равныхь угловъ, опирающихся на прямую, данную по вели- 
чин$ и положеню ит. д. 


Примврь 1. Вывести уравневе прямой. Мы знаевмъ, что 
прямую можно разематривать какъ геометраческое мвето точекъ, 
равноудаленныхь отъ двухъ несовпадающихь точекъ, а потому, 

(Фиг. 13). чтобы вывести уравнеше прямой Ё@, ко- 


е м 


торой точки равно удалены отъ данныхъ 
точекъ Ки Г, отнесемъь эту прямую къ 
прямоугольной систем =20Оу координатъ и 
пусть координаты точки К будуть х: и 
у, а координаты точки [; 2» и у». Соста- 
вить уравнене прямой значить выразить 
зависимость между данными величинами и 
координатами произвольной точки прямой, а 
потому возьмемъ какую либо точки М на 
прямой ЕС и означимъ координаты ея буквами х и у. Тогда со- 
гзасно опредвленно МК— МИА но ($6) — 


МКИ ИУ и М=У@ ев, 
а потому 
Ув—=)*- (у—у, РЕ Ув +(—%. 


Возвысивъ об части въ квадратъ и раскрывъ скобки, найдемъ: 


д’— Эа, +? у’ Зуи, +: — За + у’— ур -у.“ 
сокративъ об части на 2” и У’ и перенеся всб члены въ одну 
часть, имфемь уравнение: 


Эа + За Зуи, + уу, ++ — 2" ул =0 
или 
(2, — а )2 + (уу уча", —ж у =0, 
принадлежащее прямой РС. 
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Положив». дая сокращешя, 2(2— 2, )==4, 2(у.—9)=В в 
2+9, ’—=°—уь°==С, найдемь уравнене: 
Аж- Ву-+ С=0 
прямой Е@. Здъсь А, В и С суть постоянныя количества, а фи 
У перемфнныя, означающя координаты произвольной точки |раз- 
сматриваемой прямой. Давая 4, Ви С различныя значешя бу- 
демь получать разлачныя прямыя. 
Примёръ. 2. Вывести уравнеше окружности. Начертимь 
окружность и отнесемь ея къ прямоугольной системв координат. ^ 


Положене окружности будетъ вполнЪ (Фиг. 14). 
опред лено относительно данной систем у 

координатъ, если знаемъ ращуеъ окруже м 
ности и положеше центра т. е. его М 
координаты; а потому означимтъ радует о 


окружности буквою г и координаты С 
центра окружности буквами @ п 5. 
Составить уравнешо лиши значить вы- 
разить знакомъ равенства зависимость о 
между данными величинами и перемн- 
ными координатами произвольной точки линш, а потому возьмемь 
какую нибудь точку М на окружности и означимь ея координаты 
буквами 2 пу; точку М соединимъ съ С. На овнованш опредфленя 
окружности длина СМ постоянна, гд® бы не взяли точку М на окруж- 
ности, и равна г; кромв того ($ 6) СИ=У (#—а)*+ (у—65)* 
и слЪдовательно 
ИБ =г ши (га (и— = (1) 

это уравнене, выражающее зависимость между координатами про- 
извольной точки окружности и ‘Занными величинами, есть общее 
уравнеше окружности, 

Уравнен!е (1) можеть имфть болфё проетой видъ; именно: 

1) Если центрь окружности находится на оси абецисеъ, то 
Ь=0 и уравнеше (1) приметъ видъ: 

(2—а)'+у=”, 
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2) Если центръ окружности лежить на оси ординат. то а=0 

и уравнене (1) будеть вида: 
27+ (у—Б) =? 
и 3) наконець, есди центрь окружности находится въ началё ко- 
ординатъ, то а=0, 6=0 и уравнен!е (1) обращается въ 
а у’=т?. 
Для веякой точки М (а. В), взятой не на окружности, СМ будетъ 
болфе или менфе г, смотря потому гдё лежить точка № внё или 
внутри круга; но ($ 6) СМ=У(е—а)* + (8—5) и слёдова- 
тельно для этой точки 
И@—а)*+(В—5)>г паи <; 

откуда 


(#«—а)+(8—6)*> г? пли < 
И 0 пли < 0. | 


Это неравенство показываетъ, что (1) уравненю могутъ удов- 
летворять только координаты различныхъ точекъ окружности, а 
потому, если координаты какой либо точки удовлетворяютъ урав- 
неню окружности, то эта точка непремённо лежить на окруж- 
ности, 

Если же окружность отнесемъ къ косоугодьной системв Оу коорди- 
натъ, то, означивъ буквою ® уголь наклоненя осей координатъ, най- 
демъ (фиг. 14), что 

СМ=Ув—а)-+(у—6):-=2(#—а)у—6)возю и ОМ=к; 
слфдовательно получимъ уравнен!е: 
(#—а)+(у—5)°- 2 (2—а)(у—6)0030 = г? 


‚данной окружности. Положивь © = 90°, система кобрдинатъ будеть 
прямоугольная, и с030— 0390° — 0; тогда предъидущее уравнене обра- 
тится въ уравнене 
з (2—а)* + (9—5) =, 
найденное нами Чейчасъ. у 
Примфръ 3. Вывести уравнеше циссоиды. Чтобы показать 
какую линйо называютъ циссоидою Д!юклеса или просто циссоидою, 
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мы начертимъ окружность и черезъ В конець Даметра АВ про- 


ведемъ прямую КГ, перпендикулярно къ АВ; изъ точки А про- 
(Фиг. 15). 


ведемъ произвольно прямую, кото- 
рая пересёчетъ окружность въ точк® 
С и прямую КЁ въ точк 0; на пря- у 
мой АР отложимъ часть АМ= Ср. 
Точно» также проведемъ изъ точки 
А еще прямую, пересфкающую ок- 
ружность въ точкВ С’, а прямую 
КЕ. въ точк% 0’; отложивъ на ней 
АМ' = СП’, получимъ еще точку А 
М’ ит. д. Найдя такимъ способомъ 
рядъ’ точекъ, по возможности ближе 
одну къ другой, соединимъ ихъ не- 
прерывною чертою и получимъ при- 


близительное очертае МАМ’ иско- М | 
маго геометрическаго мЪета, наз. , 
циссоидою. 


Чтобы вывести уравнен!е циссоиды, отнесемь ея къ прямоугольной 
системВ координатъ и для этого примёмъ направлене д{аметра АВ за 
ось абециссъ, а прямую, проходящую черезъь точку А, перпен- 
дикулярно къ АВ, за ось ординатъ. Означимъ радусъ круга бук- 
вою г и координаты М какой либо точки циесоиды буквами х и у; 
опустивъ изъ точки № перпендикуляръ МР на ось абециссъ, найдемъ, 
что АР==е, МИРЕ; изъ точки С опустимъ перпендикулярь СЕ 
на АВ и перпендикулярь СЁ ва прямую КГ. Треугольникь АМР 
равенъ треугольшку СДР, потому что АМ= Ср, по отложению, 
2 МАР=АОСЕ и САИР= 2 СОЕ, изъ равенства этихъ 
треугольникъ, найдемъ, что СИ= АР==ж. Зная, что перпендику- 
ляръ, опущенный изъ какой нибудь точки окружности на д’аметръ, 
есть средияя пропорщональная величина между отрёзками д!аметра, 
получимъ: 

АЕ: СЕ= СЕ : ВЕ или СЕ=У АЕ. ВЕ; 
но ВЕ=СЁЕ=г, АЕ=АВ—ВЕ=З"—х и слвдовательно 
СЕ=У г. 
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Изъ подобфя треугольниковь АМР и АСЕ, найдемъ: 

МР: СЕ=АР: АЕ или у: У (и—е=г : (т—2): 
откуда 
у= 2У (2т—г)х 
2—2 
или, возвысивъ об части въ квадрать, получимъ уравнеше 
23 
= 9—2 
цисеоиды. 

$ 12. Геометрическое значене уравненйя съ двумя пе- 
ремфнными хи у, означающими координаты какой либо 
точки, взятой на плоскости. Положныъ дано уравнеше Ех, у)=0 
съ двумя перемфнными хи у, представляющими координаты н%ко- 
торой точни плоскости. Важдая пара вещественныхь значенй 2 
п У, уповлетворяющихь этому уравненио, представляеть точку на 
плоскости, и если предположимъ, что 2, и, суть пара рёшенйй дан- 
наго уравнены, то получимь точку (2., Уо}; если будемъ < измфнять 
непрерывно отъ хх, одна изъ величинъ у будетъ также, говоря во. 
обще, измёняться непрерывно отъ У., когда 2 даемъ значеня между 
известными предфлами. Такимъ образомъ получимъ непрерывный рядъ 
точекъ, которыя всф будутъ лежать на опредвленной лини. 

Цля изображешя чертежемъ самой линш, даемъ одной изъ пере- 
мённыхь, напр. 2, произвольныя значеня: ОР. ОР’, ОР, 
вставивъ въ уравиеше Ё(х, у)=0 числовыя величины этихъ абс- 
цисеъ, получимь соотвётетвующёя значеня для у; отложивъ соот- 
вётственно эти ординаты на прямыхъ, проведенных изъ точекъ 
Р, Р’, Р”,..., параллельно оси орди- 
натъ, получимь рядъ точекъ: М, М, 
М”,... координаты которыхь удовиет- 
воряетъ данному уравненю лини; найдя 
такимь спосомъ рядъ точекъ, по воз- 
можности близкихъ между собою, соеди- 
няемъ ихъ непрерывною чертою и полу- 
чаемъ приблизительное очертане лини, 
представляющей геометрическое значение 


(Фиг. 16). 
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даннаго уравненя. Сл довательно, говоря вообще, уравнеше съ двумя 
перемнными 2 и 9, предетавляезъ на плоскости нзкоторую линю. 


< 13. Чаетные случаи. Въ нфкоторыхь частныхь случаяхъ 
данное уравнеше съ х пу не представляетъь ни какого геомет- 
рическаго мёста, когда ему не удовлетворяютъ ни кая вещественныя 
величины хи 9, какъ напр. уравненшо 2’-у?=—4, потому что 
въ этомъ уравнении первая часть будетъ числомъ положительнымъ при 
вефхъ дёйствительныхь значеншяхъ < и у и сумма ихъ не можеть рав- 
нятьея отрицательному числу —4. Въ другихъ случаяхъ данное урав- 
нене съ 2 и у представляетъ одну или нФеколько отдёльныхъ то- 
чекъ, когда ему удовлетворяютъ опредфленное число паръ веществен- 
ныхъ значений 2 и 9, какъ напримфръ уравнению: 24° -- 3/°=0, кото- 
рому удовлетворяет одна пара дфйствительныхь значенй 2 и у: 
:2=0 и У=0 и которое поэтому предетавляетъь одну точку: 
именно начало  координать; или какъ напримфръ уравнению: 
(2-9) [(е—2)*- (у—3)*|=0, которому удовлетворяетъ двЪ пары 
вещественных значенй : х=( и у=0, 2=2 и у=3 и которое 
поэтому представляетъ дв точки : (0,0) и (2,3) 

$ 14. Примфры на построенйе или черчене лин?и. Изо- 
бражеше линш на плоскости по данному ея уравнению наз. черче- 
тем или построешемз лини. Изъ слфдующихъ ирим$ровъ мож- 
можно ясно понять самый способъ изображеня лиши по ея урав- 
ненйю. 


_- Примфръ 1. Построить лин у=2”. Такъ какъ при всякихъ 


вещественныхъ значеняхт х, у будетъ вещественным, то мы 2 бу- 
демъ давать всевозможныя значеня отъ () до + оо и отъ 0 до —®. 
При х=0, найдемь у=0 и слФдовательно кривая проходить че- 
резъ начало координатъ; 
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с. 17). при х=:. и=ь; получимъ точку 4; 
Ч при х=1, у=1; — — В; 
при 2=2, у=8; — _— С 
при 2=®, У=оо; получимъ точку с. 
при х=р— 1, у==—1; получимъ точку 4’; 
—1,9=—1; — —_ В 
ж=—2,у=— 8; — 116" 
при 2=— с ‚ уУ=— < ; получим точку въ— ®. 


Соединивъ точки: 0,А,В,С...., и О.А’, В’,С"..., 
непрерывною чертою, получимъ приблизительное 
очертане кривой, наз. хубическою параболою 
Нейля. 

Примфръ 2. Построить лишю; у=\5. 

Принявъ за основаше логариемовъ 10, уви- 
димъ, что 2 (независимой перемённой) можно 
давать только положительныя значеня, потому 
что въ противномь случав У какъ логариемъ отрицательнаго числа, 
будетъ мнимымъ. Измфняя сперва 2 отъ 1 до + <, а потомъ отъ 
1 до 0, получимь (беремъ логариемы чивелъ съ однимъ десятич- 


нымъ знакомъ): 


при == 1, у= 0; точка 4; при 2=0,8; у=--0,1; точка М 
— а= 9, у=03; — В; — 1=0,6; у=—0,2; — М 
— = 3, и=0,5;; —. С — 2=0,5; у=— 0,3; — Р 
— д= 4, у=0,6; р; д =0,3; у=— 0,5; — 0 
— 2=®, у=®; — въ ® ;. — 4=0, у=-ё®-—въо. 
Изъ того, Что 2 можемъ давать только положительныя значеня, 
(Фиг. 18). слёдуетъ, что искомая лишя располо- 


жена вправо отъ оси у-въ. При 2=1, 
‚получимъ точку А, лежащую на оси 
а-въ; увеличивая х отъ 1, У увели- 
чивается медленнЪе, нежели т, а по- 


тому точки кривой будуть соотвЪт- 
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ственно ближе къ оси абсциссъ, чёмъ къ оси ординатъ; кромЁ того, 
такъ какъ при 2=о, У равенъ тоже оо, т0 это показываете, 
что точки кривой постоянно все боле и болёе удаляются отъ осей 
координать и наконець исчезаютъ въ безконечности. Съ уменьше- 
шемь же х отъ 1 до 0, у будеть отрицательнымъ и абсолютная 
величина его будетъь возрастать быстр%е, нежели уменьшается г, 
а потому точки кривой, приближаясь постоянно къ оси ординат, 
будуть расположены въ четвертомъ угл и каждая изъ нихъ будеть 
далье отстоять отъ оси 2-въ, чём отъ оси У-въ; наконець при 2=0 
точка кривой будеть лежать на отрицательной части оси У-вЪ, въ 
безконечномь разстоянш отъ начала координафь; другими словами, 
искомая кривая, приближаясь постоянно къ отрицательной части оби 
ординатъ, никогда ея не встрётитъ. Начерченная кривая паз. 10%а- 
риемикою. 


$ 15. Еели уравнеше лиШи выше первой степени, то инотда 
данному значеню одной изъ перемфнныхьъ соотв тетвуеть нфе- 
колько вещественныхь значенй другой; въ такомъ случаф, каж- 
дая величина второй перемвнной вмветВ съ величиною первой опре- 
ДЪляютЪ особую точку. Такъ напр., есля положимъ въ уравнени 
&—а и пля унайдемъ вещественныя значеня : у=6, у=е, у=@, 
то, отложивъ по оси абециесъ часть ОР=а 
и проведя черезъ точку Р прямую, парал- 
лельно оси ординатъ, отложимъ части: РИ=Ф, 
Р№=с и РО=4 и получимь точки М, № 
й О искомой лини. Положивъ х равнымъ 
а’, получимь для у наприм. еще три ве- 
щественныхь значеня: у=6', у=с' иу=@,, 
а слёдовательно найдемъ еще три точки М, РР” 
№ и О’ит. д. Соединивъ эти точки не- 
прерывною чертою получимъ приблизительное очерташе лини, пред- 


ставленной на 19 чертеж. я й 
9+ 1 мы 


М 
Примёръ. Построить линйо: эф у=4=0. 


Изъ этого уравнешя имфемъ: 2==И4—у; откуда видимъ, 
5 
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чтобы величина 2 была возможна, необходимо у давать значен!я, 
менышя или равныя 4; при этомъ каждому значеню ординаты т. е. 
у, соотвётетвуютъ два значешя хх или. дв абециесы, равныя по 
величин®, но обратныя по положен!ю. 


(Фиг. 30) При у=4, = 0; точка А. 
у — 9=3, 2===1 то ВиВ. 
А — у=2, г==у 2 *); — би С. 
— 9=1, во==уУ3; — Бир 

— 9=0, == 2; — Ей Е 

— у=-1, 2==У5; — РиЁР 


Е © при уно; точки въ ©. 

Соединивъ точки 4,В,С,0,... непре- 
рывною чертою, получимъ часть кри- 
вой, расположенную по правую сторону 
оси У-въ и идущую внизъ до безконеч- 
ности; соединивъ же точки .4,В’,С’,О’,... получимъ другую часть 
кривой, расположенную по лёвую сторону оси У-въ и идущую 
также внизъ до безконечности. Изъ черчен!я кривой также видимъ, 
что если перегнемь чертежь по оси У-въ, то правая часть кривой 
совпадетъ съ лёвою, такъ какъ ось ординать проходить черезъ 
середины прямыхъ: ВВ’,СС’,ОП’,... и перпендикулярна къ нимъ 
т. в. кривая расположеня симметрично относительно оси У-вЪ. 

& 16. Раздёлене линйЙ на алгебраическая и транецен- 
дентныя и алгебраическихъ на порядки. Если въ уравнени 
лини перемфнныя 2 и У не входять подъ знакь логариема или 
подъ тригонометрическй знакъ синуса, косинуеа и т. д. или въ 
показательной степени, то такое уравнен!е наз. алгебраическимь и 
лия, выраженная этимъ уравнешемъ, наз. также алиедраимескою; 
въ противномь же случаЪ, уравнеше, а также и лишя, выраженная 
этимъ уравнешемъ, наз. трансцендентною *"). Напр. линш, вы- 


*) Построенйе корней узазано въ $ 14 прилож, алгебр. къ геометр, 
**) Тгапзсепдеге — превосходить. 
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раженныя уравненями: гу 3 + у=3, а? + 72° = а'6°, узша= 
—-+1 суть алгебраичесвя, а лини. выраженныя уравнешяни :у 152, 
х1у=3 суть транецендентныя. 

Алгебраичесмя лини раздляются на порядки, смотря по степени 
уравнения; такъ, если уравнеше лини первой степени, то лишя 
будеть перваго порядка; если уравнене линш второй степени, то 
линия будетъ втораго порядка и т. д. Напр. 2+ 2у—2°=0 есть 
уравненше лиши третьяго порядка; 42-- Ву-- С=0 уравнен!е лини 
перваго порядка; 2”-+ Вау -+ Су’+Ое-+Еу-+ Е=0 уравнене 
лини втораго порядка и т. д. 

$ 17. Степень алгебраическаго уравненя только тогда опредф- 
ляетъ порядокъ линш, если данное уравнеше не разлагается на 
нЪеколько отдВльныхъ уравненй, которыхъ степень ниже даннаго, 
потому что въ противномъ случа® уравненя, на которыя разложиловь 
данное, будуть принадлежать или особымъ геометрическимь мФстамъ 
нисшаго порядка, одной или нескольким отдёльнымь точкамь или 
же не предетавляють ни какого геометрическаго мфота. Напр. урав- 
нене 42°—9=0 не представляетъ собою лиши втораго порядка, 
потому что его можно написать такъ: (22—3)(252 - 3)=0, вото- 
рое будетъ удовлетворено величинами х, обращающими въ нуль 
или 22 —3 или 22-3, а слёдовательно данному уравнению удов- 
летворяютъ координаты точекъь двухъ  геометрическихь мфотъ: 
9%—3=0 и 2%+3=0, предотавляющихъ ($ 10) прямыя. Точно 
также уравнеше 2? -+ 22° -- 2? 2°=0 не предотавляютъ с0б0ю 
линш третьяго порядка, потому что это уравнеше можно. напи- 
сать такъ: (2+2)(2°+у’)=0 и слёдовательно можеть быть 
разложено на уравнешя: 2+2=0 и 2--у’=0, изъ которыхь 
первое представляеть прямую ($ 10), а второе точку— начало 
координать: 

$ 18. Опредёлен!е точекъ пересфченйя данныхъ линЙ. 
Положим даны линиь кот. уравненя: /(2,у)=0 и Ех, у)=0; 
требуется опредвлить точки пересёчешя этихъ лин. Такъ какъ 
точки пересёченя лин лежать одновременно на обоихъ этихъ ли- 
няхь, то поэтому координаты точекъ пересфчешя должны удовлет- 


ворять обоимь уравнешямъ одновременно; а чтобы найти величины 
БР 
ь 
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2 и у, удовлетворяющая обоимъ уравнешямъ одновременно, надо 
эти уравнешя р®шить совокупно. 

Примвръ 1. Опредёлить точку пересёчея лин: 42—Зу=би 
&+1у=0. Рьшивъ эти уравнешя совокупно, найдемь: 2=; и 
у=— 1; сл№довательно точка пересфченя этихъ лиш будетъ (1—1). 

Примёръ 2. Опредзлить точки пересёченя лан: 2*-+ у’=10 
и т-+у+2=0. Рьшивъ совокупно эти уравневшя найдемъ, что 
ж=1 и я, =—3, а у =— 3 и у,=1; сл6довательно данныя ли- 
ви имвютъ двЪ общихьъ точки; (1,—3) и (—3, 1). 


ЗАДАЧИ: 


1. Въ которомъ угл лежить точка (8,—3)? 

2. Если точка лежить въ третьемъ угл прямоугольной системы ко- 
ординать на разстояни 2 единиць отъ оси абецисеъ и 5 единиць оть 
оси ординать, то каше будуть вя координаты 2 

3. На какой изъ ооей координать лежитъ точка (0, 5)? 

4. На какой изь осей координать лежить точка (—2, 0)? 

5. Опредбхить на плоскости мфета точекъ: (—4, 21), (1,— 0,8), 
(—2, —2), (0, —3) и (—10, 0) при данной прямоугольной систем 
координать. 

6. Опредлить на плоскости м®ота точекъ: (—5, —) и (1, —П) 
при данной косоугольной систем координать, когда извзстно, что уголь, 
наклоненя осей координать равенъ 45°. 

7. Опредёлить разстояне между точками (1, —2) и (—4, 6) при 
прямоугольной систенз координатъ. 

‚ 8. Опредёлить разстояне оть точки (3, —4) до начала прямоугольной 
системы координатъ. 

х. 9. Опредёлить разстояше между двумя точками (0,3) и (—2, —1} 
при косоугольной системв координать, когда уголь наклонен!я осей ра- 
венъ 60°. 

10. Опредёлить разстоян!е оть ‘точки (—1,. —1%) до начала косо- 
угольной системы координать, когда уголь наклоневня осей равенъ 
175542'36". 
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+11. Опредёлить площадь треугольника, координаты вершинъ котораго 
при прямоугольной систем суть: (0, —1), (2,3) и (—4, —2). 
+12. Опредфлить площадь треугольника, координаты вершинъ котораго 
при косоугольной систем®, имфющей уголь между осями въ 120°, суть: 
(1, —3), (—-2, 0) и (1,1). 

13. Опредёлить координаты середины прямой, ‘соединяющей точки 
(—5, 3) и (—1, —8). 

14. Опредфлить при прямоугольной системь координать разотоян!е 
оть точки (—1, 3) до середины прямой, сосдиняющей точки: (—3, 4) и 
(2,2). 


Хх М 165. Опредьлить координаты точекъ, двяящихь въ отношени т: п:р 


прямую, соединяющую точки: (2, У,) и (2, У,). 

/ 18. Данъ треугольникъ, координаты вершинъ котораго при прямо- 
угольной системв суть: (2;, 9), (2,, 5) и (2., 93); опредлить длину 
прямой, соединяющей вершину (2,, 91) съ серединою противуположной 
стороны. 

*17. Дань треугольникъ, координаты вершинъ котораго суть: (2, У, )› 
(ть, у.) и (<., 9,). Опредёлить координаты точки, которая ДБЛИТЬ ВЪ 
отношеши 2 къ 1 прямую, соединяющую вершину (2,, у, ) съ серединою 
противуположной стороны. 

18. Опредфлить площадь многоугольника, прямоугольные координаты 
вершинъ котораго суть: (2, 9,), (25, %), (@&, %),...-и (®,, У»). 

; 19. Даны ® точекъ: А(ж:, у,); В(а,, у), Се, %), О(еа, %),... 
и п чисель и, т,, т, т.,...т,, которыя соотвётотвують #® этимъ 
точкамъ. На прямой АВ возьмемъ такую точку №,, чтобы разстоянйя отъ 
этой точки до двухъ первыхъ были въ отношени т; къ т; на прямой 
МС, соединяющей №, съ третьею точкою С, опредлимъ точку № такъ, 
чтобы разстояшя отъ нея до точекь №, и С были въ отношени т, къ 
т, +т,; на прямой №0 опредфлимъ такую точку №, чтобы разетоян!я 
оть нея до точекъ № и Д были бы въ отношеши и; къ т т, + т, 
ит. д. пока не дойдемъ до поел®дней изъ данныхъ точекъ. Опредёлить 
координаты послдней точки дфяешя, наз. уениромг пропориональныхе 
разстоянй. 

Когда числа #, ,, т... равны между собою, то эта послёдняя 
точка дВлешя наз. уентроме средних разстоянй. 
20. Узнать точка (—3, 4) лежить ли на аинш; 2+ у=0. 
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21. Узнать точка (0,—2) лежить ли на линш: 32—2у=4 и тавже 
на линш 2у+5=0. . 
{ 22. Проходить ли длины: Заз черезъ точку (—1, —3)? 

23. Проходитъ ли лин: у3=2°—4 черезъ точку (1, —1). 
- 24. Проходить ли лия: 2--2=—0 черезъ точку (4, 2)? 

25. Проходить ли линя: 2°—<=у° черезь начало координатъ. 

26. Найти на линш: 32+у=4 ординату точки, для которой абецисса 
равна —5. 

27. Найти абоциссу точки лини: 22°—2у-—у°—11=0, для которой 
ордината равна 3.. | С: з 

28. Найти на лини 12у?+42—5=—0 точки, равноотстоящя оть 
осей координатъ. 

29. Е ли на линш 22° + у?=3 точка, для кот. абецисса равна 5 
или ордИМата 47 

30. Которую изъ осей координать пересфкаеть линя: 22-5 =0? 

31. Которую изъ осей координать пересВкаеть лия: у=4. 

32. Найти точки пересфчешя лини: 2? + у — 22 + 1 = 06 06ью 
абоциссъ, 

38. Найти точки пересфченя линш: х=2у? съ осью ординатъ. 

34. Найти точки пересбчешя линш: 2°—2у?=4 съ осью ординатъ. 

35. Найти точки пересфченя линш: 2°—2у-- 1 =0 съ осью абецисоъ. 


36. Которую изъ осей координать пересфкаеть лишя: 2+ у’-62- 


—18у-+17=0. 
Найти точки перес®ченя лин: 
37. 25=у и <=4у. 38. 20-+4у=1 и 5е-+3у=0,4. 
т+у 9 


Фу ту _ 
39. т т ии тех ==, 
у 52413 °8у—3е—5 с, 77—3у+1 
40. ав С 9- 5 и 
2+7 (3—8 } 
г +4 „= 4:21. 


41. 0.255 у—8—И2—у+1=0 и ЗИ =*—7у+13—32+6=0. 
Е. 11у— 
52—49 ыа и 19 


42. у— ЕЯ 


43. 42—6бу=7 и 


и 11.5972 +15,5. 


ба-+Зу-+2. 9-6 


я тт ИЗ, 
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44. 2—у=2 п 24+ у?==74. 45. е+у=5 и 2+ у*=65. 

46. 42-3 у?=69 и 3а°—у°—16. 

47. 25—Зу=1 и 22+ 2у—5у°=20. 

48, 52—21 и 32—47. 

49. 2у--32==0 и 4у°—92°-+36=0. 

Б0. у?=32?--1 п 2+4=0. 51. у-@=4 и 2?—3а9-+4у?=4. 
52. 22+ жу=12 и ву—у= 


— 53. 2+ 2жу—3у-+3=0 и 22°—у-+ у? 


54. озу = и вау. 


—55. 4(&-+у=35у и ыы 
Начертить лини: 


БВ. 32=2. Б1. 2у+5=0. 58. 2`-+у’—4. 59. ву=4. 
—\60. 27-9. 61. у=2*—2-+1. 62. у’+г—1=0. 63. Е 


65. у=зшх. 66. у=щт. 67. #—3, 


64. у=#+1+ 


Опредфлить геометричесвя значешя уравнений: 

68. 22+ у--9—0. 69. 2'——2у?. 170. (в—а)°+(у—6)*=50. 

Т. 9—8) += (уз+ 1—0. 72. Уу-Т=3. 73. у’—9=0. 

74. гу—=0. 15. 2?+32+2=0. 76. 23+ ту*—=0. 77. зуе=у-1. 

Узнать, которыя изъ линй (78—89) алгебраичеек!я и которыя транс- 
цендентныя; кром того опредфлить: какого порядка каждая изъ алге- 
бранческихь лин: 


78. 2274 у?—=1. 19.2У3 -+3у*=0. 80. оову=у. 

3 
81. 20,5. 82. (2 П-ру4. 83. У =. 
84. ву. 85. 10° —100. 86. УЗ. 


87. агс созд=0,12. 88. атс в, =. 89. Из + у=13. 


90. Найти уравнен!е геометрическаго мёста вершинъ прямоугольных» 
треугольниковъ, имфющихь туже гипотенузу, данную по величин и по- 
ложен!ю. 

91. Найти уравнеше геометрическаго мфота точекъ, раздфляющихь въ 
отношени 2% къ я всё прямыя, соединяющя данную точку еъ точками 
данной прямой. 
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92. Найти уравнен!е геометрическаго м®ста точекъ, разность квадра- 


товъ разстоянй отъ которыхъ до двухъ данныхъ точекъ есть величина 
постоянная. 


93. Найти уравнене геометрическаго м®ста точекъ, сумма квадратовъ 
разстоян которыхъ до двухъ данныхъ точекъ есть величина постоянная. 


`` 94. Черезь А, данную точку на окружности, проведемь хорду АВ и 


на ея продолженш возьмемъ такъ точку М, чтобы АВ. АМ=Ё”, тд № 
есть опред ленная длина. Найти уравнен!е геометрическаго мзста точекъ М. 

95. Даны двф пряныя АВ и СР по величин и положению. Найти 
уравнен!е геометрическаго мЪета такихъ точекъ, что если какую либо изъ 
нихъ М соединимъ съ точками А, В, С и О, то площади треугольни- 
ковъ АМВ и СМР были бы равны. 

96. Даны дв точки А и В. Найти уравнене геометрическаго м%ета 
такихь точекъ М, для которыхь АМ=. ВМ, гдЪ т есть число положи- 
тельное и не равное единиц. 


ОТДВЛЪ ВТОРОЙ. 


ПРЕОБРАЗОВАНЕ ВООРДИНАТЪ. 


Выводь формулъ для перехода отъ одной системы координать къ другой, когда изивняет- 

ся только начал а направлеше осей тоже. Выводь Формулъ для перехода отъ одной сис- 

темы координатъ къ другой, когда измфняетея направлен!е осей, а начело остается тоже. 

Выводъ формужь для перехода оть одной прямолинейной системы къ другой, когда измвняется 
начало и направлеше осей. Задачи. 


$ 19. Уравнешя одной и той же линш, выведенныя при раз- 
личныхь положен!яхъ системы координатъ, бываютъ различны; при 
одномъ положены системы онф проще, а при другомъ положенш 
болбе сложны. Такъ напр..если начало координать прямоугольной 
системы въ центрв окружности, то ея уравнеше будеть ($ 11) 
2*-+ у?=т*, а если начало координатъ прямоугольной же системы не 
будетъвъ центр кууга, то ($ 11) ея уравнение: (2— а)? (у—6)* =”. 
Точно также, если прямоугольная система координатъ выбрана такт, 
что одна изъ осей координатъ параллельна данной прямой, то уравнен!е 
прямой будетъ ($ 10): х=аили У=Ь, а если ни одна изъ осей 
кординать не параллельна данной прямой, то ея уравнене ($ 11) 
будетъ: Ах-+ Ву-+ С=0. Кром того при изслёдованяхь лин 
иногда бываетъ необходимо данную лин!ю, которой уравнеше уже с0с- 
тавлено при извзстномъ расположен системы координатъ, разематри- 
вать при систем, расположенной иначе; въ такомъ случаЪ, 
выёсто того, чтобы снова выводить уравнен!е теометрическаго 
мЪста, что бываетъь иногда довольно трудно и продолжитель- 
но, пБлаютъ въ найденномъ уравнени простыя подстановки выфото 
2 в у помощю формулъ, выведенныхь въ слфдующихь парагра- 
фахъ. 

$ 20. Формулы для перехода отъ одной прямолинейной 
системы координатъ къ другой прямолинейной же, когда 
измЁняется только начало, а направлен!е осей остается 
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тоже. Пусть Ох и Оу будутъ данныя оси, а О’Х и О’Уновыя 
оси координатъ, параллельныя соотвфтственно прежнимь осямъ и 
(Фиг. 21). находящяся въ той же плоскости. 

у т Означимъ координаты начало новой 

: системы т.е. точки 0’ относитель- 
но прежней системы буквами № п 

& (00=№ и 0'0=№), а коорди- 

_ наты какой нибудь точки М, взя- 
у, Х тойвь плоскости координатъ, озна= 
ще О Р эс} ЗиМЪ буквами 2 и у относительно 
; прежней системы координатъ и бук- 
вами Хи У относительной новой системы. Изъ чертежа видимъ, что 


== 0Р=00+ ОР= 00+ ОР" п 
у=МР==РР'-+-МР’— 0' 0-- МР! 


или 
а=1-Х и уУ=Ё+У. (1) 


$ 21. Найденныя (1) формулы справедливы. гдф бы не было на- 
чало кординатъ новой системы и гдф бы не была взята точка М. 
ыы 23). Чтобы убфдится въ этомъ, возь- 

{ /9 мемтъ, для примфра, новую систему 

; и ХО’ У координатъ и точку М, какъ- 

указано на 22 фигур, сохранивъ 


тфже обозначен!я; тогда: 4= — 00, 
1—=—0'0, 2=ОР, у=— МР. 
Х=0'Р' и У=— МР’. Подета- 


вивъ эти величины въ (1) фор- 
мулы, найдемъ, равенства: ОР= 
==—00+ 0О'Р'=— 00+ ОР= 
- = ОР-О0и —ИР=—0'0 Е 
—МР', ии МР=О’'О0- МР' ии МР=РР’-+- МР’, которыя оче- 
видно справедливы, 


й 


Если теперь уравнен!е лини, отнесенной къ системь 20у, будетъ 
Е, у) = 0, 
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то чтобы получить уравнене этой .же линш, отнесенной къ но- 
вой систем ХО’У координать, въ которой оби параллельны осямъ 
прежней системы, надо поставить въ немъ ВХ вывето хий+У 
вызсто у; тогда найдемь уравнене той же лини 
Еф- Х, &- У)=0, 

дв В и Ё суть координаты начала новой системы относительно 
прежней, а Хи У координаты точки разематриваемой лини отно- 
сительно новой системы. 

Принёръ. Дано уравнеше лини: 2 + у?—2 + 49-5=0, 
найденное при системв 02; написать уравнен той же линш при 
новой системв координать ХО’У, въ кот. оси параллельны осямъ 
прежней, а координаты начала суть: Ти —9. 

Въ этомъ случав (1): е=1+Х и у=—ф2-+ У; замфнивЪ 2 
и у въ данномь уравненш ихъ величинами, получим уравнен!е: 

(Х-+1)-+(У—2)—2(Х+1) +4(У—2)—5=0 
той же линш, но уже при новой системВ координатъ. Упростивъ 
это уравнене, найдемъ слёдующее: 
№ Уз = 10. 

$ 22. Формулы для перехода отъ прямоугольной еисте- 
мы координатъ къ прямоугольной, когда измфняется на- 
правлен!е осей, а начало остается тоже. Пусть Ох и 0у 
оби прежней системы, а ОХ и ОУ (Фиг. 23). 
ови новой системы координатъ; озна- м у 
чимь уголь ХО буквою @, а ко- } 
ординаты какой нибудь точки М, взя- 
той въ плоскости коорд., означ. буквами 
2 пу относительно данной системы 
и буквами Хи У относительно но- ` 
вой системы координатъ. Изъ точки = 
М опустимъ перпендикуляры МР и ет р 
МР’ на оси Ох и ОХ, а также изъ 
точки Р’ перпендикуляръь Р’М№ на линно МР и перпендикуляръ Р'О 
на ось 2-въ. По чертежу видимъ, что 

=2—=ОР=00—Р0=00—Р'М 
у—МР-—= МР+ М\=Р'0+ ММ | @ 


\- 


о вое 
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Изъ прямоугольнаго треугольника ОР’О найдемъ, что 
00=0ОР'созе= Хсозе, Р'0О=ОР'зта= Хзше, 
а изъ прямоугольнаго треугольника ММР’, въ которомъ уголъ 
МИР'’=«, найдемъ, что 
МИМ=МР'с0зе = Усозе и Р’№=ИР' те = Узше:; 


подставивъ величины ОО, Р”№, Р’О в ММ во (2) равенства, по- 
лучимъ: 


2—= Хвозе— Узше и у=Хзше + Усова. (3) 


Эти формулы имфютъ мфето только въ томъ случаф, если вторая 
система, вращаясь около начала координатъ (не выходя изъ плос- 
кости координатъ), можеть принять положеше первой системы т. е. 
чтобы положительныя части осей координатъь одной системы сов- 
пали съ положительными частями осей другой системы. Съ помо- 
щю (3) формуль уравнеше лини, составленное при систем Оу, 
. можемъ получить при систем ХОУ; для этого вмфето ди У надо 
поставить ихъ величины: Хс03%— Узше и Хзша- Усозе. 


Примбръ. Дано уравнеше лиши 2’—у°=4. Написать уравнен!е 
этой линш, отнесенной къ новой прямоугольной системЪ, когда по- 
вернемъ систему на уголь въ 135°. 


Въ этомъ случав : в=5Х608135°— УЗ °— + 


у а 
1 Х+У Хх 
У == —— иу=.Х8135°+ Усоз135°= — — 
Уз 12 = 
потому, подетавивъ эти величины въ данное уравнене, найдемъ: 
Х+У\ (Х—У} 
Г”) р =4 или ХУ=2. 
У? У? 
$ 23. Формулы для перехода отъ косоугольной системы 
координатъ къ косоугольной же, когда измфняется направ- 
‚лен1е осей, а начало остается тоже. Пусть Ох и Оу оби ко- 
ординатъ а системы, а ОХ и ОУ оси новой системы. Означимъ 


уголь уОх буквою ®, уголь ХОх буквою © и уголь 70; буквою В; 
координаты какой нибудь точки М относительно прежней системы —бук- 
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вани хи 9, а относительно новой буквами Хи У. Изъ точки М про- 
ведемъ прямыя, параллельно осямъ (Фиг. 24). 

Оу и ОУ, до вотрёчи съ осью 0х 
въ точ Ри съ 06ю ОХ въ 
точкь Р’; изъ точки Р’ проведемъ 
прямую, параллельно оби Ох, до 
встрёчи съ МР въ точк® Ми еще 
прямую, параллельно оси Оу, 40 
вотрёчи съ прямою 02 въ точ 
„0; тогда 


—ОР-00-- ОР=00- Р'М, у=МРМР+ ИМ=Р'0- ММ. ` (4) 
Изъ треугольника ОР’О имфемъ: 
00 9 „9 Е 
_ зпОРО эв00Р зшР'О0 ` зтООР’” 
но (Р'00=а, 20Р0=Ау0Х=о—@, (00Р’'—=180°—у05= 
—180°— и ОР=Х, а потому 
И Е» В 


щ(®— а зо па зо’ 


откуда й 
Хзш(®-— 9) _ Ха. 
90— шо Ра шо 
Изъ треугольника МР’М имземъ: 
РМ МР’ МХ МР’ 


ЗаРМХ = заРМИ ^ ПИРУ РММ 
8 ДРИМ=У07=у0%—У05=—в, ДРМИ=00Р’=180°— 0, 
ДИР'М= (У0х= В и МР’=У, а потому 
В Е, 
- и = 
(0—8) о В зо 


откуда : 
Узи(о- №. п М ий 
зто то › 
замёнивъ въ (4) равенотвахь лини: 00, Р’О, Р'’Ми ММ ихь вели- 
чинами, получимъ: 
_ Хи (е— 9) + Узш(о—В) пе УЗВ. (5) 
Во) шо 


Р'М= 
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Чтобы изъ этихъ формуль получить формулы для перехода отъ пря- 
моугольной системы къ прямоугольной же, надо положить ®=90° и 
8=90°-@; тогда получиуъ 2==Х5(90°— 9) Узш(-—@)= 
=Х608а— Руша, а у=Узша-+ Узш(90°-+ а) =Хзта. + Усоза; эти фор- 
мулы уже нами были найдены въ $ 22. 

Если же желаемъ составить формулы для перехода отъ прямоугольной 
системы къ косоугольной, которыхъ оси абециесъ совпадаютъ, тв надо 
положить въ (5) формул 0=90° и а=0; найдемъ : 

&=Х5190°-+ Уз (9 0°—8)=Х-+ УсозВ. и у=Хзш0°-+ УзшВ = УзиВ. 4 

$ 24. Формулы для перехода отъ одной праморрунодой \ 
системы къ другой, когда измфняетея начало и направле- 
н1е осей. Пусть 05 и Оу оби прежней системы, а О’Х и О’У 
(9. 25). оси новой системы коорди- 

натъ; ри Ё координаты точки 

0’ относительно прежней 
системы. Черезъ точку 0’ 
проведемь прямыя О’х’ и 
0’/', параллельныя соотвфт- 
ственно осямь Ох, Оу, и 
примемъ эти прямыя тоже 
за оси координатъ; означимъ 
координаты какой либо точки 
М относительно сиетемъ у0х, у’О’г’ и УО’Х черезъ (2, у), (у', 2) 
и (Х,У). Тогда, разематривая системы Оу и 2’0’у’ координатъ, 

получимъ ($ 20): 


= и У=А-У 
разсматривая же системы х’О’/’ и ХО’У, пивющя тоже начало, 
получимъ ($$ 22, 23): ! 
2'=аХ+ЬУ иу=аХ +6 У, 
тд8 а,6, а’ иб’ означають сокращенно коэффищенты при Хи У 
въ формулахъ (3) и (5). Слёдовательно 
х=А-+аХ-+ БУ и у=Ё+а' ХУ 

и потому уравнеше Ё(2,/)=0 линш, найденное при систем$ уОх, бу- 
детъ вида: Е(А-+аХ-+БУ, #+а'Х+’У)=0 при систем ХО’У. 
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ЗАДАЧИ 


1. Дано уравнение 2*--у?==2 нфкоторой линш; написать уравнене этой 
линш, когда за ось абециссъ примемъ ось ординать и обратно. 

2. Дано уравнеше 2у?--2=0 нфкоторой линш; написать уравнене 
этой лини, когда ось ординат оставимъ безъ перемёны, а положитель- 
ную часть оси абсцисеъ примемь за отрицательную чаеть оси же абе- 
циссъ. 

3. Уравнене лини есть: жу-+а? у 3==4; написать уравнен!е этой же 
аинш, когда положительныя частй осей координать примемь соотЕЪт- 
ственно за отрицательныя части осей же координатъ. 

4. Уравнене линш есть: =*—у-+2=5; написать уравнен!е этой ли- 
нш, когда ‘положительную часть оси абециесъ примемь за отрицатель- 
ную часть ординать, а положительную часть оси ординать за положи- 
тельную часть оси абециесъ, 

5. Дано уравнене лини: 22? 3у°=8. Написать уравнен!е этой ли- 
нш, когда ось абоцииесь оставимъ безъ перенёны, а ось ординатъ 
передвинемь въ сторону положительныхь абсциссъ на 2 единицы, не 
измвняя ея направлешя. 

6. Дано уравнеше линш: а’у’--52°==а75?. Написать уравнеше этой 
динш, когда ось ординать оставимъ безъ перемфны, а ось абецисеъ пе- 
редвинемъ въ сторому отрицательныхь ординать на $, не измВняя на- 
правхешя оси. . 

7. Уравнеше лини есть: 2?--у’—4=-+6у+3=0. Написать уравне- 
н1е этой лини, отнесенной къ новой систем координать, въ которой 
ови параллельны прежнимъ осямъ, а координаты новаго начала относи- 
тельно прежней системы суть: 1) (2,—3); П) (0, )иШ (Из, 0), 

х 8. Дано уравнене: 22?--3у°—82--бу-+5=0 нёкоторой линш. На- 
писать уравнен!е этой лини, когда отнесемь ея къ новой систем, въ кот. 
оси параллельны осямъ прежней системы, а координаты начала новой 
системы относительно прежней суть: (2,—1). } 

9. Уравнеше лини, отнесенной къ прямоугольной систем% координатъ, 
есть 2*—у?—4. Написать уравнене этой лан, отнесенной къ новой 
прямоугольной системв координат, имфющей тоже начало и въ кот, 
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ось абоциесъ составаяеть съ осью абсцисеъ прежней системы уголъ въ 
45°. 

10. Уравнене лини, отнесенной къ прямоугольной системв коорди- 
нать, есть 42?--у?=1. Написать уравнен!е этой лини, отнесенной къ 
новой прямоугольной систем, имъющей тоже начало, и въ которой ось 
абециссь составляеть еъ осью абециссь прежней системы уголь въ 
150°. 

11. Уравнене линш, отнесенной къ прямоугольной систем коорди- 


нать, есть уу 3=4+у. Написать уравнене этой линш, отнесенной къ 
новой прямоугольной же систем, имющей тоже начало, когла извфетно, 
что уголь, соетавляемый новою осью ординать съ прежнею осью абе- 
циссь, равень 300°. я 

12. Уравнене лини, отнесенной къ прямоугольной систем коорди- 
нать, есть у?=2рх. Написать уравнене этой лини, отнесенной къ пря- 
моугольной же систем, когда координаты начала новой системы отно- 
сительно прежней суть: Ёр и 0, а ось абсциссъ составаяеть съ осью 
абсциссъ прежней системы уголь въ 315°. 

13. Уравнене лини, отнесенной къ прямоугольной систем, веть 
у?—32°-+3=0. Написать уравнене этой же лин, отнесенной къ ко- 
соугольной системв координатъ, въ кот. ось х-въ составляеть съ осью 
т-въ прежней системы уголь въ 60°, а ось у-вь новой системы съ 
осью т-въ прежней уголь въ 120°. 

14. Уравнене лини, отнесенной къ косоугольной систем, въ кот. 
уголь между осями равень 45°, есть уу’? =1—?. Напивать уравне- 
н1е этой линш, отнесенной къ прямоугольной осибтемв, въ кот. начало 
и ось абециесь совпадаютъ съ началомь и осью абсцисеь прежней 
системы. я 

15. Показать, что при всякой систем координать, имфющей тоже 
начало: 

2? у? + ЗхусозхО0у= Х?-+ У?-+ 2ХУсоз ХОТ, 


ОТДВЛЪ ТРЕТИЙ. 
ПРЯМАЯ ЛИНИЯ. 


Выводь уравнешя прямой. Геометрическое значеше оуравнешя первой степени съ двумя 
перемвиными хи у. Задачи на прямую. Различные виды уравнешя прямой. Солращенный 
`видь уравненя прямой. Тридинейныя координаты. Задачи. 


$ 25. Выводъ уравнен!я прямой. Начертимъ прамую и отие- 
семь ея къ прямолинейной системв координатъ; при‘этомъ можеть 
быть три случая: 

1) Данная прямая АВ параллельна оси абециссв. Пусть орди- 
ната точки С пересфчешя прямой АВ (Фиг. 26). 
съ осью У-въ будеть К тогда, взявши 
какую нибудь точку ЛГ на прямой АВ 
и означивъ ея координаты буквами хи 
у, найдемъ, что 

ИР= ОС пли у= (1) 
при веякомь значенш 2; слФдовательно - 
уравнеше у=! есть уравнеше прямой, 
параллельной оси абецисеъ. 

Если -—=0, то прямая АВ совиадетъеъ осью абециссъ и ея уравие- 
не (1) приметь видъ у=0; поэтому у=0 (Фиг. 27). 
есть уравнеше оси абецисъ. 

3) Данная прямая АВ параллельна оси 
ординатв. Означивъ букрою в® абециесу точки 
С пересвчешя прямой АВ съ осью х-вЪ, возь- 
мемъ на прямой АВ какую нибудь точку М, 
координаты которой назовешь буквами 2 и У. 
Йзъ точки М опустимъ перпендихуляръ Мо 
на ось У-въ и тогда увидимъ по чертежу, что 

МО=ОС или 2=Ё (2) 


У 
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при воякомь значени У; слдовательно уравнеше х=А есть урав- 
неше прямой, параллельной оси ординатъ, 


Вели К=0, то прямая АВ совпадетъ съ осью ординать и сл- 
довательно 2==0 есть уравнеше оси ординатъ. 


3) т вы АВ не параллельна ни одной изв осей 
иг. 28). 


координатг. Въ этомъ случа поло- 
жене прямой АВ будетъ вполн® опре- 
дВлено, если знаемъ положене точки 
С пересвчешя прямой АВ съ осью. 
ординатъ и уголь 4), составленный 
прямою .4В съ положительнымъ на- 
правлешемъ оси т-въ. 

Означимъ ординату точки С’ буквою- 
Ь и уголь А). буквою @; 6 можеть. 
ь быть положительною или отрацатель- 
с ною величиною, смотря потому точка 

лежитъ ли выше или ниже оси абсциесъ; уголь же сё, составленный 
данною прямою съ положительнымъ направленемъ оси абециссъ. бу- 
демъ отечитывать отъ положительной части оси абециесъ въ сторону 
положительныхь ординатъ и слёдовательно < можеть измфняться 
отъ 0° до 180°. 

На прямой АВ возьмемь какую нибудь точку М (2, У) и изъ 
точки М опустимъ перпендикулярь МР на ось абсциесъ; тогда 
МР=у и ОР=г. Черезъ точку О проведемъ прямую ЕЁ, парал- 
лельно АВ, которая пересфчеть МР въ точкь № тогда по чертежу 
имвемъ, что 


МР= МР-+ ММ; 
но изъ прямоугольнаго треугольника ОРМ видимъ, что МР= 
—ОР.в&ЕОз=эва, а ИМ=ОС=Ьи МР=у; поэтому 
у=аща +6: 
Положивъ ва=а, найдемъ: 
у=аг +6. (3). 
Это отношеше между перемёнными 2 и у и постоянными @ и 
Ь будеть существовать гдё бы не взяли точку № на прямой АВ в 
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какь бы не провели прямую АВ. Въ самомъ даль, положимъ, что 


занимаеть положене, указанное на 29 фигур; тогда, 
(Фиг. 23). 


прямая АВ 
означивши, какъ и вЪ предъидущемь 


случав, ординату точви С пересвченя 
прямой АВ съ осью У-вЪ буквою В, а 
уголь АО буквою ©, возьмемъ какую 
нибудь точку М (2, У) на прямой АВ; 
черезъ точку О проведемъ прямую ЕЕ, 
параллельно АВ, а изъ точки М опустимъ 
перпендикуляръ МР на ось 2-въ, кото- 


рый продолжимъ до пересфчешя съ пря- 
мою ЕЁ въ точкВ №; тогда МР=— У, ОР-=—<, ОбС=—6 и 


МР=МИ—МР=оС—№Р, 


или 
‚ —у=—6— МР ши у=6-+ МР; 


но изъ прямоугольнаго треугольника МОР имъемт: 

МР_- ОР/&МОР= — 24.18 (180°— Е 0х) = —я 80°—@)=ащ@ 
и следовательно 
у=ева-ь 


или 
у=ат-+6, 


тв а=ща. 

И такъ уравнеше у=-а2 6, выражащее зависимость между ко- 
ординатами всякой точки прямой, есть ($9) уравнеше прямой. Въ 
предъид. уравнеши 5 и У означають координаты какой либо точки, 
взятой на этой прямой; а есть тангенсъ угла, составляемаго прямою 
съ положительнымь направлешемт оби абециесъ, а $ есть ордината 
точки пересёченя прямой съ осью у-въ. Въ уравнени у=а2 +5, 
число а наз. уловыме коэффищентоме, а 6 начальното орди- 
натою. 

Когда прямая АВ проходить черезъ начало координатъ, то Ь—=0 
и уравнеше (3) принимаетъ видъ: 

# у=ах. 
Если прямая АВ составляеть съ осью х-въ уголь въ 0°, то 


а=10°—0 и уравнеше будеть вида у=6т. е. получимь уравнеше 
6* 
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прямой, параллельнной оси обециссъ (1 случ.). Увеличивая уголь се отъ 
0° до 90°, коэффищенть «= будеть постепенно увеличиваться 
и наконець, когда уголь @ будетъ равенъ 90°, то а=90°=— о 
и 6 =. Чтобы найти въ этомъ случав уравнеше прямой, мы озна- 
чииь буквою й абоциссу точки С (фиг. 28) пересфченя прямой 
АВ въ 06ью х-въ; тогда изъ прямоугольнаго треугольника СОР 
имфемъ : 
ОС=ОБ. ве или Б=Ь—Ё. а = — ва, 


такъ какъ ве=а; подставивъ въ (3) уравнеше вмфето 6 его ве- 
личину, найдемъ: 


у=ах— ай или У 2—1, 


ТДВ ПОЛОЖИВ @=оо, найдемь: 
0—=2—Ё или т=Ё 
т. в. уравнеше прямой, параллельной оси ординатъ. 

Если будемъ с увеличивать далёе отъ 90° до 180°, то а= а 
будетъ отрицательным и конечнымъ; наконець, когда уголь будетъ 
равенъ 180°, то а=0 и уравнеше (3) обратится въ у=ё т. е. по- 
лучимъ опять уравнеше прямой, параллельной оси абсциссъ. 

$ 26. Теперь положимь, что прямая АВ отнесена къ косоугольной 
системь координатъ. Если прямая АВ будетъ параллельно оси дбециссь 
или оси ординатъ, то, поступая также какъ и въ предъидущемъ параграф 
(случ. 1и2), найдемъ, что уравнен!е прямой, параллельной оси абсциссъ 
будеть у-=1, гдё / есть ордината точки пересбчешя прямой съ осью 
у—въ, и что уравнеше прямой, параллельной оси ординать, будеть 2=&, 
тдв № означаеть абоцисеу точки пересёчешя прямой съ осью 2—въ. 

(Фиг. 30). Когда же прямая АВ не 
будетъ параллельна ни одной 
изъ осей координатъ, то ея 
положен! относительно дан- 
ной косоугольной системы, 
въ которой уголь наклоненйя 
осей равенъ ®, будетъ впол- 
нЪ опредфлено, если извзот- 
на ордината точки С пере- 
оЪчешя прямой съ осью 


Отд. Ш, АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. 85 


у—въ, которую означимъ буквою , и еще уголь Ах, составляемый 
прямою съ положительнымь направленемь оси абоцисеъ, который означимъ 
буквою а. Для вывода уравнешя прямой, возьмеиь какую нибудь точки 
М(®.у) на прямой АВ и изъ точки М проведем прямую, параллельно 
оеи ординатъ, до переефчен!я съ осью абециссъ въ точкв Р; тогда ОР=я 
и ИР=у. Черезъ начало координать проведемъ прямую ЕЕ, параллельно 
АВ, которая пересфчеть МР въ точкв №; очевидно 
МР=МР-+- ММ=МР-+0С; (1) 
но изъ треугольника ОМР имфемъ: 
МР: ОРЕЗШМОР : зпОМР, 


тдв ОР=ж, (МОР=ДАРх=а и ДОМРЕУОЕ= 2у05—Е0з=. 
—=®— 9; поэтому 


стая 
МР: <= ша : з1(®— 4) или ет 
Замнивъ МР, МРи ОС въ (1) уравнеши ихъ величинами, получимъ: 


__ 904 
у ще 9) 
или, означивъ коэффищенть при < буквою а, найдемъ: 
у=аз-+. 


Ф-+ь 


Здвсь а означаеть отношен!е синусовъ угловъ, составляемыхъ пря- 
мою съ осями координать и наз. узловььмё коэффишентомв, а $—началь- 
ною ординатою. 

ша 
зи(®—а) ‘° 
азш(о—9)=3ща или 45106089 —@ соз®зШа=8Ша; 


Изъ уравнешя: @= .....(2) получимъ: 


раздьливъ вс члены на с0за, найдемъ: 
азшо —а 050 64 = ва; 


откуда р 
ато 
а" (3) 
в 140059 
а 
А мЬ ша А ато 
ея Ува’ -=И1-+2а005ю + 4* 
1 у 1-- 40059 
сова; 


УТ Еа 1+ 296050 а. 
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Формула (3) не удобна для вычиеленя по логариемамъ угла &, когда 
дана числовая величина угловаго коэффиицента, а потому ея преобразо- 
вывають такъ: изъ (2) формулы слФлуетъ: 


“(—®) 


а—1 _ па —зщ(о - 9) _ 3 
а+-1  эва+ящо — а) О. 
85 
2 
откуда 
«( И. 
йе =) ат 85. 


Изъ этой формул можемъ по логариемамь найти сначала уголь & — р ВЕ, 


потомъ уже и уголъ 9. 

$ 27. Геометрическое значен!е уравненйя первой степени 
съ двумя перемфнными г и у, представляющими координаты 
нфкоторой точки плоскости. Уравнене первой степени съ двумя 
перемёнными 2 и У есть въ общемъ видЪ: 

Ав--Ву+С=0 (1) 
въ котором А, Ви С мотуть имфть каке угодно значевша, а 
потому начнемъ изслдован!е съ частныхъ случаевъ, когда одинъ или 
два коэффищента равны нулю, за исключешемъ того случая, когда 
А в В одновременно равны нулю; потому что допустивь А=0и 
В=0 придемъ къ равенству С=0, которое представляет или не- 
лёпость или тождество. 

Положимъ: Г) А==0 и С=0; тогда (1) уравневше обратится въ 

0.2+Ву+0=0 или у=0, 

Такъ как г ие связано никакими условями, то ему можемъ 
давать кавя угодно значешя, при чемъ у будетъь равенъ нулю. 
Понятно, что давая х различныя значенйя, будемъ получать точки, 
лежащя на оси х—вЪ, близыя другъ къ другу какъ угодно; пру- 
гими словами, уравнене у=0 есть уравнеше оси абециссъ. 

П) Положимь В=0 и С=0. Тогда (1) уравнеше приметъ видъ: 
: Аз+0.у+0=0 или х=0 
и если употребимь разсужденя, подобныя предъидущимь, то най- 
демъ, что уравнеше 2=0 есть уравнеше оси ординатъ. 
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`Ш) Положимь А=0. Въ этомъ случа (1) уравнеше обратится 
въ. 0.%-+ Ву+С=0; откуда у или, означивъ дробь В 


буквою [, найдемъ: 
9=1. 

Здьсь 2 не связано ни какими усломями, а потому есть коли- 
чество произвольное. Положивъ 2—1, пайдемь у=Г и слвдова- 
тельно получимъ точку Л; положивъ 2-=п’, найдемь у=Г и слЪ- 
довательно получишь @ще точку М’ит. д. Отеюда видимъ, что 
давая х произвольныя значешя, получимъ рядъ точекъ, лежащих ь 
на одинаковомъ разстояни отъ 06и абсциссъ; другими словами, по- 
лучимь прямую, параллельную 008 абециесъ. 


[\). Положимъ В} —0. Тогда (1) уравнеше будетъ вида: Ах С=0; 
откуда х= а или положивъ ай найдемь: 
А’ т 


=. 


Употребляя разсужешя, сходныя съ предъидущими, найдемъ, что 
уравнеше 42 --С=0 или х=@ ебть уравнеше прямой, параллель- 


ной оси ординатъ. 
У). Положимь С=0. Въ этомъ случа® уравнешя (1) обратится 


въ Ах-+ Ву=0; откуда у=— 4 Означивъ коэффищенть при 2 


буквою а, найдем: 
р 
у=ах или У —а. (2) 
т 
тд хпу суть количества произвольныя; поэтому одной изъ пере- 


изнныхь можемъ давать кая угодно значеня, а другую должны 
опредълять соотвётетвенно изъ (2) уравнешя. 
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й ! 
Пусть М, М’, М",.....суть точки, координаты которыхъ удов- 
летворяютъ (2) уравнению; соединимъ точка М, М, М”,... съ 


(Фиг. 31). (Фиг. 32). 


началомъ координатъ. Изъ (2) уравнешя найдемъ, разсматривая 34 
чертежъ, гдВ система координатъ прямоугольная, что 
МР п М'Р'_ —М"Р" 
ЕЯ ыы 


ИЛИ 
ИР _ М'Р’' _ М"Р" 
Ор ОР: бы з 
разематривая же 32 чертежъ, гдь система координать косоугольная, 
получимъ также, что 
ИР, М МР 
—ОР =ОРе о ОВ 


=а,..... 


ИЛИ 
МР ри ИР’ М"Р" 


ОР ОР’ ОР" *'""° 


Найденныя пропорщи показываютъ, что треугольшки МОР, 
МОР’, М"ОР",... ‘имъютъ по равному углу (ДМРО = 
=2М'Р'0=2М"Р"О=...), заключенному между пропорцо- 
нальными сторонами т. е. что эти треугольники подобны; изъ подобя 
же треугольниковь слбдует, что углы при точки О въ треуголь- 
никахъ: МОР, М'ОР’, М"ОР”,... равны; другими словами, что 
точки 0, М, М’, М",... лежать на одной прямой. Поэтому, урав- 
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нене Ах-+ Ву=0 принадлежить прямой, проходящей чрезъ начало 


координатъ. 

\1. Наконецъ положимъ, что ни ОдиНЪ изъ кооффицентовъ (1) 
уравнешя не равенъ нулю; тогда изъ этого уравнешя опредфлимъ 
У по г и получим: 


9=— 4—5 пли у=ах-+ 6, (3) 
РЖ и 6=— С 
ыы нь 


Сравнивъ ординату, полученную изъ (3) уравнешя съ ординатою, 
опредёленною изъ уравнешя у=а2, увидимъ, что при одной и той 
же абсциее®, разность между ординатами будетъ Ь; поэтому, если 
начертимь прямую ОМ (фиг. 31 и 32), которой уравнеше у=ах, 
и проведешь ординаты МР, И'Р', М"Р",... точек прямой, т0, 
при 6 положительномь, надо продолжить лини РМ, Р'М’,....п 
на пихъ отложить верхъ части: ММ=М' М =М"М"=...=6, а 
при 6 отрицательномъ должно внизъ отложить части: МО=М'0'= 
—М"0"=...=6;, тогда очевидно, что точки АЕ Ас 
или 0, 0’, 0",... лежать на одной прамой, а потому урав- 
неше у=ах-+6 или Аг + Ву+С=0 принадлежать прямой. 

Отсюда видимъ, что вслкое уравнеще первой степени сб двумя 
перемьнными х и у, означающими координаты точки, при- 
надлемситг прямой, а потому прямая есть лишя перва порядка. 


ЗАДАЧИ НА ПРЯМУЮ. 


`6 28. Задача 1. Построить прямую Аз-+ Ву-+ С—=0. Поло- 
жене прямой на плоскости будеть опредфлено, если знаемъ коорди- 
наты двухъ точекъ, принадлежащихь данной прямой 2 + Ву+С—=0; 
а такъ какъ въ уравнени прямой х и у означаютъ координаты 
произвольной точки прямой, то, положивъ въ уравнении х=т, полу- 


чимъ уравнеше: Ат- Ву+С=0, изъ котораго о 


слфдовательно будемъ знать координаты точки, положеше которой 
на плоскости легко опредзлить. 
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За тфмъ, положивъ въ данномъ уравненш напр. у=, найдемъ: 
у 
Ах-+ Вв-+С=0; откуда 2=— инс и слЬдовательно, зная 
опять координаты точки, опредёлимъ на плоскости ея положеше при 
той же систем координатъ. Прямая, проходящая чрезъ данныя точки, 
будетъ искомая. 

$ 29. Задача 8. Найти уравнеме прямой, проходящей 
урезг данную точку. Уравнен!е всякой прямой, а сл$довательно 
и искомой, будетъ 

Аг +Ву+(С=0. (1) 
гв 4, В и С суть произвольныя числа. 

Такъ какъ эта прямая проходитъ чрезъ точку (.с:, 9,). то ко- 
ординаты этой точки должны удовлетворять (1) уравненю ($ 9) 
т. е. если вмфото д и у поставимъ соотвфтетвенно въ немъ 2, и 
у., то получимъ тождество: 


„Аз, +Ву, +С=0; (2) 
Вычтя (2) равенство изъ (1), найдемъ уравнене: 
4(2—=,) +В(у—у,)=0 (3) 


принадлежащее всякой прямой, проходящей черезъ точку (2,,У,); 
такъ какь здЪбь А и В суть числа произвольныя, то ви- 
димъ, что черезъь точку можно провести безчисленное множество 
прямыхъ, уравненя которыхъ опредфлимъ, давая А и В произ- 
вольный значеня. При 4=0, найдемъ: В(у—у, )=0 или У—у, =0; 
откуда у=у, и сл6довательно получимъ прямую, параллельную оси 
абсциесъ; при В=0: 4(2—2)=0 или т=х, т. е. получимъ 
уравнеше прямой, параллельной оси ординать. Если же В не равно 
нулю, то (3) уравнене можно привести къ такому виду, гдё только 
будетъ одно произвольное количество; для этого опредфлимъ изъ 
(3) уравнешя у—9у;, и получимъ: 


А 
уф =—в(@—2) 
А _ 
или, положивъ — ра, 


у =а(+—2), (4) 
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тдь а есть число произвольное. Изъ уравнема (4) также найдемъ, 


что 
у=аз-+ (у. —а<,) 


овой коэффищенть ($ 25). Савдовательно вЪ (4) 
ютъ координаты какой либо точки, взятой 
— координаты данной точки; чиело же а при 
прямоугольной системв есть тангенсъ угла, составляемаго прямою ы 
положительнымъ ваправлешемь оси абсциссъ, а при косоугольно 
систем® есть отношене синусовъ углов, составляемыхъ прямою съ 
положительными направлешями осей координатъ. 

$ 30. Задача 3. Найти уравнеше прямой, проходящей 
чрезё двь данныя точки. Положимъ даны точки (2,9) и В 
тогда уравнене искомой прамой, какъ проходящей черезъ точку 


(2, 9), будетъ 


гдё а будетъ угл 
уравнеши д и У означа 
на этой прямой, а 2 и У: 


А(х—<,) + В(и—9!)=0. (5) 
Но такъ какъ эта прямая проходить и черезъ точку (2%, 9»), 
то координаты этой точки должны удовлетворять (5) уравнению 


ие р 
к Ав, 2) Е В, бу) =0 (6) 
исключивь А и В *) изъ (5) 1 (6) уравненй, получимъ урав” 
неше 
(и-и)@—=)—(@—2)—9)=0 (7) 
искомой прямой. 
Если 2.—2 и 
написать въ вид пропорщи, 
изведен въ другую часть, прим я 
другое за произведеше среднихЪ; тогда получимъ уравнеше: 
Уи е— 


г (8) 
У—у 2—9 ; 


—у но равны нулю, то это уравнене можно 
для этого, перенеся одно изъ про- 
емъ его за произведеше крайнихъ, а 


демь, что А(— 2, )==—В(у— и) 


- можно тавъ: изъ (5) уравнены най 
) ты и равенства и сокративъ 


а изъ (6) В(у,—у)==—4А(:—а4; умноживь почленно эти 
на АВ, получимь (7) равенотво. 
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прямой, проходящей через дв данныя точви. Уравнене (1) можно 


предетавить еще въ другомъ видё, опредёливъ величину У—у!; 
найдемъ: 


ие). (9) 


У 31. Задача 4. Найти точну перестченя двухв данных 
прлмыто: Аг-+ Ву+ С=0 и А’т+В’у-+-С'=0. Точка пересв- 
чешя данныхь прямыхъ лежитъ одновременно на обойхъ прямыхъ 
и слёд. координаты этой точки должны удовлетворять одновре- 
менно обоимъ уравненямъ; а чтобы найти величины хи у, удо- 
влетворяющ{я даннымъ уравнешямъ, надо рёшить ихъ совокупно. 
Изъ рёшеня данной системы уравненй получимъ: 

ВС—В'С АС-—АС’ 
АВ АВ АВ-АВ’ 
ЗдЪсь можеть случиться: 

1) Знаменатель АВ'—А'В=0, а ни одишь изъ числителей не 
равенъ нулю; въ этомъ случав 2=о и у=о. Такое рёшене, 
какъ доказывають въ алгебр, означаетъ, что данныя уравнешя 
не инфютъ общихъ рёшенй т.е. что прямыя не пизютъ общихь 


точекъ, а слёдовательно параллельны. Равенство: АВ’ А’В-=0 
можно написать такъ: 


А: А=В: В’, 
которое показываеть, что въ случав параллельности прямых 
Аж- Ву-С=0 и А+ Ву+С'=0 коэффишенты при со- 
отвьтствующихе перемьъиныее х и у пропорцональны: Напр. 
прямыя 42+ 5у—1=0 и 82+109-+7=0 будуть параллельны, 
потому что =. , 

Если уравневя прамыхъ будуть вида: 
у=ах-в и у=а’е +, 

то услове параллельности будеть а: а’=1 : 1 или а=а’, а потому, 
если уравнешя прямыле приведены кс обыкновенному виду, 
то, для параллельности прямых, необтодимо, чтобы изб 
узловые коэффиценты были бы равны, 
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2) Знаменатель: АВ’ —А'В=0 и одинъ изъ числителей, а 
ВС’—В’С=0. Въ этомъ случаЖ, какъ оназывается въ алге :9 
=° и у=.: а потому система уравненй даетъ И ры 
жество рышенй; слёдовательно данныя прямыя будуть им е Г 
численное множество общихъ точекъ т.е. сливаются. сл 
АВ’—А'В=0 и ВС’—В'С=:0 можно предотавить такъ: 

А_В С 
А-В б 

3) А=0 и А’ =0 или В=0 и В'=0. Этотъ случай сводится 
ый За Б. Опредълить у10лё между двумя Ее. 
прямыми. ДвЪ пересвкающяея прямыя образуютъ два угла, 
которыхъ одинъ служить пополне- (Фиг. 33). 
емъ другому до 180°, а потому, у 
желая придать опредфленность во- 
просу, условимея считать направле- 
н1е какой либо прямой въ сторону 
положительныхь ординать, а на- 
правлен!е прямой, параллельной оси 
абоцисеъ, въ сторону положитель- 
ныхь абециесъ. Очевидно, что уголь, | 

зуемый двумя данными пря- 

то го составленному прямыми, параллельными дан- 

нымь и проходящими черезъ начало координатъ; сайдовательно, 

если одна прямая составляеть съ положительнымь о у 

оси абецисоь уголь с, а пругая—уголь © и «>, то ко 

уголь ф между данными прямыми равенъ 2—7. Предположимъ я 

чала, что данныя прямыя отнесены къ прямоугольной систем 
четыре случая: 

а а. могутъ быть приведены къ обыкновен- 
т. в. уравнешя прямыхъ суть: 

ре ы у=ас-+ф и у=а' 2+0’ 

дв ($ 25) а=ва и а’= що’, а потому 

{20 —1Ша 

1 вова" 


пож в(е—о)= 
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. или 
И ча 
ЕО ) (10) 


Если а=а’, то вф=в(а-— и')=0, а са$довательно #—0'=0 
или &=0’ и ирямыя параллельны ($ 31); еели же 1 +аа’=0, то 
ф= с, а сл®довательно ф=90° и прямыя перпендикулярны. Въ 


г 1 
самомъ ДВлВ, изъ услоыя: 1-+аа’=0, найдемъ, что Я 


ии ва=— „= — сша =18(е +90°); откуда аа’ + 90°, 


|2 
. 1 
или 2— &=90° или ф=90°. Изъ равенства а=— ‚ ВЫХОДИТ 


что если прямыя, которыхо уравненя приведены кб обыкно- 
венному виду, перпендикулярны, то коэффищенть при х в5 
одном уравнеши долисен равняться обратному коэффи- 
зенту при х в5 друюм5 уравнени и сб обратным зна- 
ком. ` 
Когда уравнен!н прямыхъ будуть вида: 
у=аж-б и у=[, 
то а=0и 
а—0 
Тао -@- 
2) Уравненя прямыхъ вида: 
у=те-т и =, 


ГД 1 есть тангенсь угла с, соетавляемаго первою прямою съ по- 
ложительнымъ направлешемъ оси абециссъ. Прямая х= парал- 
лельна оси ординатъ, а потому составияеть съ осью абециесъ 
уголъ въ 90°; слЪдовательно уголь ф между данными прямыми 
будетъ равенъ или 

90°— < или <-—90°, 


*) Евли призагаемь эту форуулу въ какой либо численной задач, то на мёотё а 
надо ставить тоть угловой коэффищенть, которому соотвфтетвуеть больший уголь. 
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смотря потому уголь © острый или тупой т, е. т>0 ии т<0; 


поэтому а 
(90° нано т | 
или › (11) 
1 1 
вф=в(а—90°)= —ва=— ети 


Впрочемь предъидущйя формулы можно получить также изъ (10) фор- 
мулы, гдё для даннаго случая @ или а’ будетъ равенъ со ‚ такъ какъ 
прямая 2= параллельна оси ординать и составаяеть съ осью 
абециесъь уголь въ 90°. Если т`>0, то (10) а= <, а=т и 


саЪд. 
© —т со 


Вет о.т © 

т, е. получаемъ выражеше неопредфленное. Для того, чтобы найти 
истинное значене *) для 124, раздфлимь сперва числителя и знамена- 
теля (10) дроби на @ и за тмъ положимь @=о; тогда найдемъ: 

{ 150 м 

т т 
Вели же т< 0, то въ (10) равенетв® надо положить а=т и 
а'=«, раздфливъ предварительно числителя и знаменателя на а; 


получимъ 


3) Уравнешя прямыхъ вида: 
Ф=Ё и у=(. 
Первая прямая параллельна оси ординать, а вторая оси абециесъ 
и потому уголь между ними равенъ 90°. 
4) Уравненя прямыхъ вида: 
у=Ёи У=И ши Ф=Ё и 2=Ё. 


*) См. $ 157 алгебры, состав. мною. 
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Въ этомъ случав прямыя между собою параллельны, а иотому 
уголъ между ними равенъ нулю. 

Зальчатще. Ве случаи были разсмотрны въ томъ предположении, 
что прямыя направлены въ сторону положительныхъь ординатъ, а 
если прямая параллельна оси абециссъ, то въ сторону положитель- 
ныхъ абециссъ. Вогда же направлене одной изъ прямыхъ возьмемъ 
обратное, то уголъ между прямыми будеть равенъ дополнен до 
180° углу. найденному по одной изъ данныхъ формулъ; когда же 
измЪнимь ваправлешя обоихъ прямыхъ, то уголъ между ними не 
измВнится. 

633. Теперь положимь, что данныя прямыя отнесены къ косоугольной 
систем координать и «есть уголь между осями. 

Разбирая тьже случаи, какъ и въ прямоугольной систем координатъ, 
найдемъ, что когда уравнешя прямыхъ вида: 

у—ат-в и у=а'т- 


азто ‚_ ато 
то ($17) ва Е А са ВО и ($ 32, форм. 10) 
(а—а’)зшо 
и 


1+ @+а)созо-аа' 

Если числитель равенъ пулю, то @$=0 и уголь 9=09 т. е. прямыя 
параллельны, а поэтому услове а-а’=0 или а=а’ есть услове па- 
раллельности данныхь прямыхъ. 

Если-же знаменатель равенъ нулю, то 29== < и уголь Ф=90° т, е. 
прямыя будуть перпендикулярны, а потому равенство: 

1- (аа )с0з® - аа’ =0 (12) 
веть услове для перпендикулярности прямыхь. Изъ равенетва (12) сл5- 
1-+ а605® 
а 0050 ° 

Когда уравненя данныхь прямыхь будуть вида: У=иР-+ и 2=А, то 
Ф уголь между ними опредлимъ по формулв (11): 

1 _ 176080 1 1--706050 
ва  тшо Ба — то 


дуеть, что @=— 


во = 


смотря потому ж> 0 или #<0. 

Въ томъ же случаЪ, когда уравнешя прямыхъ вида: х=Ёи у=1, то 
Иу=о, а когда уравнешя прямыхь вида: х=Ё и х=й’ или у= и 
У=/', то уголь 9=0. 
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& 34. Задача 6. Найти уравнеше прямой, проходящей 
черезг данную точку, параллельно данной прямой. 

1) Пусть у=тж--и данная прямая и (2,./,) данная точка. 
Уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (2, у, ), веть (\ 29) 


* 


уу =а(+—4), 

а такъ какъ эта прямая должна быть’ параллельна данной. то 
($ 31) а=м и елдовательно. уравнеше ‘искомой прямой будетъ: 
у-у=тт— 9х). 

2) Пуеть = данная прамая и (х.,У,) данная точка. Такъ 
какъ данная прямая параллельна оси ординатъ, то поэтому иеко- 
мая прямая, проходя черезъ точку (1,,/,), должна быть также 
параллельна оси ординатъ; слдовательно ея уравнене будетъ (\ 25) 

Е 

$ 35. Эту задачу можно рёшить въ боле общемъ видЪ. Положимъ 
дано уравнеше прямой: 4х + Ву-+ С=0 и точка (жи, у); тогда, 
уравнеше прямой, проходящей чрезъ точку (2,. у.) будетъ ($ 29): 

А’ (в—,) + Ву )=0 о (13) 
а чтобы эта прямая была бы параллельна ‘данной, необходимо, 
чтобы ($ 31) 
А'В—АВ’=0 (14) 

Изеключивъ изъ (13) и (14) равенствь 4 и В’ (\ 30, примфч.), 
найдемъ уравнене: 

А(е—=)- В(у—у,)=0 
искомой прямой 


& 36. Задача 7. Найти уравнеше прямой, протодящей 
чрез данную точку, перпендикулярно данной прямой. 
Предположимь сначала, что имфемь прямоугольную систему и 
разберемъ здЪеь три случая: 
1) Пуеть у=ше-+в данная прямая и (2,. У.) данная точка. 
Уравнене прямой, проходящей черезъ точку (2,,/:), будетъ (\ 29) 
уу =а(е—а, ); 
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а такь какъ эта прямая должна быть перпендикулярна къ дан- 


ной, то ($ 3-1 и уравнеше искомой прямой будеть 


фи е-а). 

3) Пусть у==Г данная прямая и (2.,У,) данная точка. Прямая 
у=1 параллельна оси абециссъ, а потому искомая прямая, проходя 
черезъ точку (4,.У,), должна быть параллельна оси ординатъ, 
слфдовательно ев уравнеше будетъ (5.25): =). 

3] Пусть 2=й данная прямая и (2,,9,) данная точка. Разсуж- 
дая подобно предъидущему, найдемъ, что уравнеше искомой прямой 
веть У=У:. 

$ 37. Когда же система координать косоугольная и Аз Ву+С=0 
данная прямая, а (2,, У;) данная точка, то уравнене искомой прямой, какъ 
проходящей черезь точку (21, /,), будетъ: 

А'(2—<,)- В" (уу )=0. (15) 

«По ‘условию же пернендикулярности двухъ прямыхь ($ 33) имфемъ: 

АА’ ВВ’ —(АВ’+ А’ В) соз==0 
или 
А’(А—Всоз®)-+ В'(В— Асозо) =0 (16) 
Исключивь А’и В’ изь (15) и (16) уравненй, получимь уравнене 
(В— Ас0з6) (2—2, )—(А— Веоз®)(у—9,)=0. 
искомой прямой. - 
$ 38. Задача 8. Найти разстояне отв точки д0 прямой. 
Положимъ имфемъ прямоугольную систему координатъ и требует- 
(Фиг. 34). ся опредфлить разстояве отъ точки 
(2,9) к прамой 42+ Ву+С= 
—=0. Пусть на чертежь КЁ будетъ 
данная прямая, а М данная точка; 
тогда искомое разстоян!е будетъ равно 
плин% перпендикуляра №, опущен- 
наго изъ данной точки на данную пря- 
мую; длину лини ИМ означимъ бук- 
вою д, а координаты точки № бук- 
вами хи у; получамь ($ 6) 


==) +6, о 9 
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Чтобы найти координаты точки №, замзтимь, что точка М есть 
пересвЧене данной прямой съ прямою, проходящею чрезъ данную 
точку, перпендикулярно данной прямой, а слфдовательно искомыя 
‘координаты ($ 31) опред лятся изъ рьшен1я уравненй этихъ прамыхъ. 
'Такъ какъ уравнене прямой КЁ есть 

Аз- Ву-+ С=0 или ев, (18) 
то уравнене прямой ММ ($ 36) будетъ 


ие 9) 


изъ уравненй (18) и (19) легко опредфлить величины хи У; но мы 
имя въ виду. что въ формулб (17) входятъ разности —2, и у— У, 
рёшимъ эти уравнения относительно 2—2, и У—у,, а не хи у. 
Для этого положинъ х—42,=и или т=и-+а, а У-У = или 
у=о-у, и подставимъ величины х и У въ (18) и (19) уравнения; 
найдемъ: 


А С В 
о у =— в(и+2)-- в ие 


‘откуда 

А(Аж-+Ву,+С В(Ах,-+Ву,+С 
не 
Подставивъ величины х— 2, и У—9, въ (17) формулу, получимъ: 


8 / А(Аз, + Ву +С)_ ВА + Ву, +0}. 


(24° В*)* у (4*- В*)* й 
откуда 
/ (Ч Ву + СС" + В) Ат, -+ Ву. +С 
8=У (А-В ня ВР Ур (20) 


тдБ передъ дробью беремъ такой знакъ, чтобы д было бы числомъ 
положительнымъ. 

Эта формула служить для опредфлешя разетоявя отъ точки до 
прямой: числитель ея есть первая часть общаго уравневя прямой, 
гдВ выфето х и у поставлены координаты данной точки. а зна- 
менатель равенъ корню квадратному изъ суммы квадратовъ коэф- 
фищентовъ при хи 9. 

м 
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Эту же вамую формулу можно получить непосредетвенно изъ 
34 чертежа. Изъ точки М опустимь перпендикуляр'ь МР на ось х-вЪ и 
означимъ буквою (О точку пересвчешя МР съ прямою КГ, а бук- 
вою уголь, составляемый прямою КЁ сь положительнымь на- 
правленемъ оси абециеъ. Изъ чертежа имфемь : 2. == ОРиу =ЛМР, а 
изъ прямоугольнаго треугольника МУО, что 

д или МУ= МО. ОММ= = (МР—ОР)созе ”); (21) 
но ОР’ есть ордината точки О прямой, для которой абсциеса ОР=х,, 
а потому ОР можно опредълить изъ уравнешя Аз- Ву+ С=0 


А С 
или /=— р®—р прямой КЁ: 


А С 
ОР=— вх — в; 
А 1 
изъ уравн. прямой также имфемъ, что {10 = — >.а СО 
В У 1- ва 
д И В 
=1:У 1чр-Ь: Во ум 
и саЪдовательно (21) 
А С В _ Аз, + Ву + С 
див +). уже ^ Ужьв 


$ 39. Положимь теперь, что система координать будеть косоугольная 
и пусть А2+Ву-- С==0 будеть данная прямая Ки М(®, у.) дан- 
ная точка. Изъ точки М опуетимъь перпен- 
т дикулярь ММ на данную прямую и изъ точки 
19 р М проведемъ прямую, параллельно осн У-вЪ, 
| которая пересёчеть прямую КЁ въ точк% О и 


| Т. Прямую Ох въ точе® Р. Изъ прямоуголь- 
4 М наго треуг. МОМ имЪФемъ: 


(Фиг. 35). 


МУ= МОзиМОМ= -(МР-— ОР) МОМ; (22) 
м но ДМОМ= С КОР= 2 ОРг— С ОК& или, 
О означивь уголь у0х буквою ®, С МОХ= 

К | р й =0—4, МР=у, а ОР есть ордината точки 
О прямой КГ, которую можемь опредьлить 


% * 
*) Знапь (--) беремь, еаи МР? ОР, а знань (— ), есан МР< ОР. 
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изъ уравнения этой прямой, положивъ хт==т,; тогда Ах, -+Ву-+6=0 
или у-ва ОР Означивъ длину периендикуляра ИМ буквою 
9, получимь (22); 

в (и а о)цо 9); ^ (23) 


изъ уравн. данной прямой ($26) И 


НЫ а потому эт (@—@)-= 


и О" а И, И, 
А У ыы" У 4*-+- В*—2АВсозю 
В" В 
и сафдовательно (23) 


(ие » Вто Ре 
"В" В/ УЮ+В—2АВоозо 
иля 
5 —_— - Ву, - Сто 
У В" —ЗАВоо 
$ 40. Уравнене прямой по координатамъ точекъ перес*- 
чения ея съ осями координатъ. Пусть р означаетъ абецисеу точ- 
ки К пересёчешя прямой съ осью т-въ и 4 ординату точки пе- 
ресфчешя Г прямой съ осью У-въ; тогда координаты точки К 5у- 
дуть: ри 0, а координаты точки 1, будуть: 0 и 9. Уравнеше вся- 
кой прямой, а слбдовательно и искомой, ебть 
Аз- Ву+С=0, (1) 
тд А, Ви С надо замфнить въ зависимости отъ данныхь вели- 
чинъ ри. Тавъ как точки Ки С лежать на этой прямой (1), 
то координаты ихъ должны удовлетворять (1) уравненю т. 6. 
Ар-+-В.0+С=0 и 4.0+В.9+6=0; 


(24) 


откуда 
С С 
А=—- и В=—- 
Р 4 
подставивши эти величины въ (1) уравнеше, получимъ: 


за Вомив и Ва Е 
р 4 р @ 


т.е. дая точек прямой сумма отношенй координат н5 
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соотвютетвующим координатамз точекг пересьчешя пря- 
мой сб осями координат равняется единиц. 

$ 41. Нормальное уравнен!е прямой. Положение прямой на 
плоскости относительно прямоугольной системы координать будеть 
вполнз опредзлено, если известно 


(Фиг. 36). 


до данной прямой и уголъ, который 
составляетъ перпендикуляръ, опу- 


данную прямую, съ положитель- 


5 


слёдовательно, положене прямой 
АВ будетъ опредьлено, если известна ллина ОО, кот. означимъ 
буквою д, и величина угла ОО. , кот. означимъ буквою ©. 
Возьмемь на прямой АВ какую нибудь точку М(х,У) и изъ 
точки М опустимъ перпендикулярь МР на ось 2-вЪ; изъ точки Р 
проведемъ прямую, параллельно АВ, ко пересфчешя съ ОО въ 
точкА К, аизъ точки М опустимъ еще перпендикуляръ МА на ли- 
нию РО. Очевидно, что 
00=ОК-+КО или д =ОК+ ММ; 
но изъ прамоугольнаго треугольника ОРС имъемъ: 
ОК— ОРез КОР или ОК=2со3е, 
а изъ прямоугольнаго треугольника РММ, въ кот. уголъ МРУ=«, 
МХМ=МР.заМРМ или ИМ=узта:, 
поэтому 
д = 2603 + узта 
или 
2605 + узша-— д=0, 
46 @ можеть изм®няться отъ 0° до 360°, ад отъ 0 до ®. 
Это уравнене прямой будетъ справедливо при всякомъ ея поло- 
жени и наз. нормальныме уравнешем5 прямой. 
$ 42. Приведен е общаго уравненйя прямой къ нормаль- 


ному. Положимъ дано уравнене 
Аж-+ Ву-+ С=0 (1) 


разстояще отъ начала координатъ. 


щенный изъ начала координатъ на 


нымъ направлешемъ оси абецисеъ;. 
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прямой и требуется его привести къ виду: 
2603 - узте— д =0. (2) 
Чтобы слблать (1) уравнеше тождественнымъ 00 (2), умножимъ 
(1) уравнеше на произвольное число #: 
Атх- Вту-+ Ст=0 
и дадимъ ему. если возможно, такое значеше, чтобы 
Ат = 03, Вт =зте и Ст=-— р. 
Чтобы узнать: возможно ли найти такую величину т, которая удов- 
летворяла предъидущимь условямъ, возвыечиъ первыя два равен- 
ства въ квадрать и сложимь ихъ почленно; найдем: 
Ат? Вт? 608 + 0? или т’( 4+ В*)= 1; 
откуда 
ее 

"> =И 4+ В" 
Это выражене для и возможно для всфхъ дйствительныхь зна- 
А и В, за исключешемъ того случая, когда одновременно АиВ 
равны нулю; но это услов!е очевидно невозможно, потому что данное 
уравнеше (1) приняло бы видъ невозможнаго равенства С=0. гдь 
С не равно нулю. Такъ какъ для т получили два значеня, То, 
чтобы опредфлить, который знакъ должно удержать при корн%, обра- 
тимся къ равенству: д—=— Ст, изъ котораго видимъ, что нахо 
удержать такой знакъ, чтобы — Ст было бы числомъ положительнымъ 
т.е. чтобы т былъ съ обратнымъ знакомъ относительно С; опредё- 
ливши знакь при т, найдемъ величины 810 и 608@:: у 
шее = Вт=- оо и НЕ БЕН 
И А*+ В =ИА?- В 
По этимъ формуламь опредълеше угла & неудобно, а потому 
составимъ другую формулу, раздфливъ почленно равенетво : Эа = 
—=Вт на с03&= Ат; найдемъ: 


ша-а: 


откуда, принявши во вниман!е знаки для пе и 608, можемъ 
по логариемамъ опредфлить величину угла ©. 


104 АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПлОСК. Отд. Ш. 
м | | 
Умноживши данное (1) уравнене на и =, найдемъ 
р =у А*- В* 
уравнение: 


0. (4) 


кот. и будетъ нормальнымъ. Отсюда видимь, что для приведения 
даннаго уравнешя къ нормальному должно перенести веь члены 
уравненая вв одну часть; сдълать приведеше и раздълить объ 
части уравненёя на корень квадратный из5 суммы квадра- 
товё коэффищентовв при х и у, в3яв5 при корнъ знакб 0б- 
ратный знаку извъстназо члена. 

$ 43. Если сравнимъ выражеше для разстояния ($ 38) отъ дан- 
ной точки до данной прямой съ первою частью (4) уравненя, то 
можемъ сказать, что зеометрическое значеше первой части 
пормальнао уравненя, вз которой вмьсто г и у поставлены 
координаты данной точки,’ представляет разстояше отз 
данной точки до данной прямой. 

\ 44. Можно еще иначе показать геометрическое  значеше  пер- 
вой части уравненя: 

2605 + узше— д==0 (5) 
прямой для какой нибудь точки №2, у). Пусть АВ’ прямая, кот. 
уравненше (5) т. е. для которой 0О0=д и 
ДООз=е; а М(а,,у,) точка вн прямой 
АВ. `Изъ точки М опустимъ перпендикуларъ 
ММ на АВ п перпендикуляръ МГ, на прямую 
00; точку М соединимъ съ началомъ коорди- 
натъ и означимъ длину лини ОМ буквою о, 
а уголь МОх буквою 9; изъ точка М опус- 
тимъ перпендикуляръ МР на ось х-въ. Тогда 
изъ прямоугольнаго треугольника ОМР по- 
лучимъ: 


(Фиг. 37). 


1 =0603ф и 1, =0$ШФ. 
а изъ прямоугольнаго треугольника ОМЁ, что 
О1—=0с0з(ф—) или ОГ=осоз(@“— 4). 
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смотря потому ф>@ или ф«а; но эти выражения будуть одина- 
ковы. потому что при перемфн® знака при угл, с0$ не мБняетъ 
своего знака. Очевидно также, что ОЁ=д-- ММ или ОГ=д—ММ, 
смотря потому какъ лежитъ точка М: по другую сторону относительно 
начала. какъ указано на фигурф, или по одну сторону съ нача- 
ломъ; поэтому, если означимъ разстояше отъ точки М до АВ 
черезъ--/, когда точки М и О лежать по различнымь сторонамь 
относительно прямой АВ, и —1, когда точки М и О лежатъ по 
одну сторону прямой АВ, ‘то въ обоихъ случаяхт найдемь, что 
О1—=д-+№ и слёд. 


0608(&— ф)=0 +в 
или, разскрывъ скобки въ первой части равенства. 
0.6080 6084 - ОЗ ЗШф = 0-й; 
НО 06059=42,. ОЗШфЕ=У, и потому 
т соза-+у тей; 


откуда 
|=, 603 -+ у зше— д 


т. в. первая часть нормальнало уравнешя прямой. здъ влюс- 
то перемъиныхь координат х и у поставлены координаты 
какой нибудь точки, выражаето разстояне отб этой точки 
д0 данной прямой. 

\ 45. Замфчане. Въ предъидущихь  параграфахь мы видфли, 
что уравнеше первой степени съ двумя перембнными фи У есть 
уравнеше прямой; но иногда бываетъ, что и уравненя выешихъ 
степеней представляютъ уравненя двухъ или боле прямыхъ. если 
данное уравнене можетъ быть разложено на нЪеколько отдфльныхь 
уравнен!й первой степени. Такъ напр. уравнене: 

2*—у=0 (1) 
хотя и есть второй степени, но оно предетавляетъ собою дв пря 
мыя, потому что его можно представить въ вид® 
(в—у)(е-+у)=0; 
откуда 
а—у=0 (2) или г у=0. (3) й 
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Координаты точекъ, удовлетворяющя (2) и (3) уравненямъ, будуть 
также удовлетворять и (1) уравнению т. е. каждая ‘точка, взятая 
на прямой (2), будеть принадлежать и геометрическому месту, 
опредьленному (1) уравнешемъ, и каждая точка, взятая на прямой 
(3) будетъ также принадлежать геометрическому мфсту, опредёлен- 
ному (1) уравнешемъ. Слдовательно (1) уравнене предотавляеть 
теометрическое мвето двухъ прямыхъ, проходящихь черезъ начало 
координатъ ($ 25). ю 
$ 46. Сокращенный зидъ уравненйя прямой. Уравнен1е 
прямой, проходящей черезъ точку пересфченя данныхъ 
прямыхъ. Возьмемь нормальныя уравненя прямыхъ: 
260за + узша—6 =0 и 26039, - узта, —8, =0 (1) 
и, означивъ сокращенно первыя части етихь уравнен!й буквами АнА, 
т. е. положивъ 
А—асоза-+узша—8 и А, = 26039, --узша, — 81, 
напишемь предъидущя (1) уравнешя такъ: 
А=0 и А =0 Е (2) 


тогда, уравнеше прямой, проходящей черезъ точку пересёченя этихъ 


прямыхь, можно выразить уравненемъ: 

А-ЁА,=0, (3) 
тдё К воть произвольное число, независимое оть хи у. ДЪйствительно, 
уравнеше (3) при вефхь значешяхь Ё будетъ первой стецени, такъ какъ 
Аи А, суть формузы, содержащя ти У въ первой степени, и потому 
принадяежить прямой; кром того, координаты точки пересфченя обра- 
щають формулы Аи А, въ нули, а слёдовательно и формулу А-ЕЁА,; 
другими словами координаты точки пересёченя (2) прямыхъ удов- 
летворяють (3) уравненю, а это показываеть, что прямая, выраженная 
уравненемъ ; А--ЁА, =0, проходить черезъ точку пересфчен!я прямыхъ 
А=0 ил, —=0. 

$ 47. Изелёдоване уравнейя 4+ 1.4, =0. Коли возьмемь на 
прямой А-+-ЁА, =0 какую нибудь точку, то увидимъ, что АиА, дя 
этой точки ($ 44) выражаютъ разетояня отъ нея до данныхъ прямыхь 
и будуть съ одинаковыми знаками, когда точка лежить внутри угла, 
составленнаго прямыми и обращеннаго своимъ отверомемь къ началу 
йли въ противоположномь ему угл, и будуть съ разными знаками, 
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когда точка лежить внутри другаго угла, составленнаго т6ми же пря- 
мыми и дополнительнаго первому; поэтому въ первомъ случаЪ число 


А 
#—=—— будетъ отрицательнымъ, а во второмъ —положительнымъ 


А, 
Если к =0, то уравнеше (3) обращается въ А-—0 т. е. прямая сов- 
падаеть съ первою изъ нихъ. Если #=-—1, то (3) уравнеше приметь 


ВИДЪ: 

АА, =0 (4) 
откуда А=А, т. е. что разетоян!е каждой точки (4) прямой до дан- 
ныхь будуть одинаковы; слФдовательно (4) уравиен!е принадлежит рав- 
нодфлящей угла, составленнаго данными прямыми и обращеннаго отверз- 
стемъ къ началу. 

При А—1, уравнеше (3) обратится въ 

АА, —=0; (5) 
откуда 4А—=—А,. Это равенство показываеть, что разетояня каждой 
точки (5) прямой до данныхь одинаковы и съ обратными знаками; а 
слЪд. (5) уравн. принадлежитъ равнодфлящей угла, смфжнаго съ первымъ. 

Изивняя Ё въ (3) уравнени, прямая, выраженная этимъ уравнен!- 
емъ, будетъ вращаться около точки пересфченя (1) прямыхъ и при 
#—= =, уравнеше (3) обращается въ уравнене: 4,0, потому что 
написавъ (3) уравнене въ вы: 
найдемь А, —=0 т. е. (3) прямая совиадаеть со второю изъ данныхъ 
ирямыхъ. 

$ 48: Уелов!е для пересфченя трехъ прямыхъ. Теорема. 
Если для трехб прямых, данныте в общем видь: 


0,=0, 0,=0 и 0,=0 
существуютё таке множители №, К и в, при которых формула 
К - Е, И, + ВП, 
тождественна равна нулю, то эти три прямыя пересъкаются в5 


одной точкть. Въ самомъ дЪдЪ, допустивъ, что числамъ №, №, и №, дали 
тая значешя, для которыхъ 

Во - Е, 0, №, 0,=0, 
увидимъ, что для тёхь значенй хи у, которыя обращають уравнешя 
0, =0 и И) =0 вь тождества, произв. №, (/,=0 или 0—0 т. е. и третье 
уравнен!е обращается въ тождество; а это показываеть, что координаты 


+А, =0 и положивь ==, 
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точки пересзченя лвухъ первыхь прямыхь удовлетворяють уравненю 
третьей прямой; другими словами, вс три прямыя проходять черезь 
одну точку. 
Когда уравнешя прямыхъ вида: 
А—=0, А. =0 и АКА, =0, 
то, умноживъ первое уравнене на —1 второе на —№ и сложивъ по- 
членно первыя два уравнешя съ третьимъ, найдемь тождество: 
(—А)+(—№4,)-+(А-+ЁА,)=0, 
показывающее, что эти прямыя проходятъ черезъ общую точку. 
Когда же уравненя прямыхь вида: 

А2+Ву+0,=0, А,ф- Ву С, =0 и Азж- В,у-+ С. 
то, полетавивъ въ выражение: №). -+%, (, +, 0, величины: (—=А®-+ 
+Ву-С, (,=А®-+Ву+С, и 0, =А.2+ Вуу+С,, увидимь, что 
для того, чтобы полученное равенство было тождественно равно нулю 
при веякихь значенихь хи у, необходимо, чтобы поэффиценты при 
х нуп извботный членъ были бы равны нулю т. е. 

А+ А, №, А, =0, 
№ Во--Ё, В, № В, —=0, 
№ С--Ы С, + №. =0. 
изъ этихъ уравненй №, №, и №, нолучимъь условное ра- 
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Исключивъ 
венетво: 
АБ (В, С,—ВьС,)--А,(ВьС.—ВьС,) + 45(В С, -—В, С) =0. 

\`49. Приложеня этой теоремы. Изъ выведенной нами сейчась 
таоремы, можно вывести очень просто н»которыя теоремы для прямыхъ, 
проведенныхь въ треугольник®. Возьмемъ уравнешя сторонъ треуголь- 
ника въ пормальномъ видЪ: 

А=0, А.=0 и 4, =0; 
тогда уравнешя равнодфлящихъ внутреннихь угловъ его будуть; 
дд, МАО я А, до. 11 ЧФ) 

Сунма первыхь частей тождественна равна нулю, а потому эти три 
прямыя пересвкаются въ одной точк%, слВдовательно ($ 48) равнодълящёя 
внутреннихо узловё треугольника переспкаются в5` одной точит. 

Возьмемь уравнене равнодфлящей одного изъ внутреннихь угловъ и 
уравнен!я равнодфлящихь двух внфшнихь угловъ треугольника, не омфж- 
ныхъ съ лервымъ; онф будуть ($ 47) 

А— А, =0, А,-+А,=0 и А.+4А,=0. 
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Умноживъ третье равенство на —1 и сложивъь первую его часть съ 
первыми частями двухъ другихъ уравненй, найдемь нуль; слБдовательно 
($ 48) равиодвлищая одною изв внутренние уловз треуюльника и 
равнодьлящея внюшнихо 914065, не смъжныхв св первымь, перест- 
каются вв одной точкт. 

Изъ уравненй МХ, МР и МР сторонъ треугольника ЛУР: 


Ар, :А, = и 43 ==0 


составимь уравненя: 
46 «ЙА, —4- 4,40, 
А—А,-+4,=0 и А,+А,—4,—=0. 

м. уравнене принадаежить пряхой, проходящей черезь точку @ 
‘перес обчешя прямыхь: 4,0 и А, -- 4, =0; прямой, проходящей черезъ 
точку Ь пересфченя прямыхъ: 4, -о и А+ А, —=0 и точку с перев - 
ченя прямыхъ: 4,=0 и 4, НИ, —=0; слёдовательно точки а бис 
лежать на прямой, а потому получаемь слфлующую теорему: если раз- 
дьлиме пополам внтише улы треуюльника, то точки переспьченя 
этицео равнодълищихв сё противоположными сторонами лежатв па 
одной прямой. „, 

вф ое уравнен ; А-а +А,=0 принадаежить прямой, прохо- 
дащей черезъ тру, а пересфчетя прямыхь : А. =0 и А +4, =0; 
чрезъ тофу №, пербфчьни прямыхъ : А, =0 и И —А,=0 и чрезь 
точку с, . Пересечения, - А. =0 и 4. —А, а саЪдовательно 
точки а, 6, и с, лжи на одной прямой, а потому получаемь елБд. 


/. 
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Отд. Ш. 


теорему: если раздвлим два внутреннихв ума треугольника и один 
внпинёй, не смъжюный сё первыми, то точки перестченёя. равнодп- 
дящине сб противоположными сторонами треугольника леокатг на 
одной прямой. 

Изъ третьяго и четвертаго уравнешй получимь туже теорему 

$ 50. Трилинейныя координаты. Уравнен!е прямой въ 
трилинейныхъ координатахъ. Теорема. Если уравнешя сторонв 
треузольника суть: 

0=0, 0, =0 и 0,=0, 
то уравнеше всякой прямой, проведенной вб плоскости треугольника, 
может быть выражено такв: 
№00, +0 =0, (6) 
адь №, М и № суть постоянныя множители для одной и той 
же прямой. Въ самомъ дЬлЬ пусть | 

,=А2+ Ву-+С,, (,=А, 5+ Ву-+-С, и 0,=Аж-- Вьу- Су; 

уравнене же произвольной прямой въ общемъ видё будеть 
—=0. 

Для того, чтобы сумма изъ произведенй 0, 0; и 0, нал, м ил,, 
будучи приравнена нулю, давала уравнеше, тождественное съ предъи- 
дущимь т. е. чтобы уравнене 

»(Ао2- Ву (Аж Ву + С.) (А+ Вьу-- С.)=0 
было бы тождественно съ уравнешемь Ах- Ву-+-С=0, надо чтобы 
№4, А.А, —=А, 
,Во--) В.В. =В, 
№6 С,-Нб,= 6; 
отеюда можемъ опредёлить величины )„, Хи 1, кот. будуть возможны 
за исключенемъ случая, когда 
АСВ, С,—В, С) -4, (В.С, —ВоС,) + А5(В.С, —В,6)=0; 
но этоть случай здФеь не можеть быть, потому что какъ видёли въ $ 48-мъ 
показываетъ, что пряныя 0,—=0, 0, =0 и 1, =0 пересекаются въ одной 
точкв, а сл®довательно и не существуетъ треук; ка] 

$ 51. Общи уравнешя :*(.=0, =0 и 0,—=6: сторонъ треуголь- 
ника могуть быть приведены посредетвомь множителей‘ и, т; и т, 
($ 42) кь нормальнымъ уравненямь: А, А, м 'А, тъхь же сторонъ; по- 
этому, положивъ: и, =А,, п, 0, =А, и т,0,=А,, опредфлимъ вели- 
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чины (, @ и 0,, подотавивь которыя въ (6) уравненше, 
найдемъ: 
=. 4 д. дм. А. =0 
о 
или, положивъ Г. ыы г и р суть про 
. т № т, ии те Но мимо ро- 


извольныя числа, найдемъ: 
Ао м А, + А =0. (7) 

Перемённыя величины Ах, А; и А», имфющя то свойство, что уравнен!е 
первой степени между этими величинами есть уравнеше прямой, наз. три- 
линейными координатами точки и предотавляють 00б0ю ($ 44) раз- 
стояя оть точки (2, У) до сторонъ треугольника, которыхъ уравнения: 
А-=0, 4, =0 и А, =0. Самое же (7) уравнеше наз. уравненемб пря- 
мой вб трилинейныхь координататв. >> 


ЗАДАЧИ. 


1. Узнать точка (3,—1) лежить ли на прямой 2%-—Зу=3? 

2. Узнать точка (0,—5) лежить ли на прямой 2 2—0? 

3. Проходитъ ли прямая 2у==3 черезъь точку (—2,1)? 

4. Если въ уравненши прямой не написано 2, какъ напр. въ уравне- 
ни: Зу--4=0, то почему не написано члена съ хи что за вели- 
чина 2? 

5. Если въ уравнеми прямой не написано у, какъ напр. въ урав- 
нени 2%—1, то почему его не написано и какая величина у? 

Изъ прямыхь: : . 

и 42-291; 7. ы 8. 2--4=0; 9. 2у—5. 10. г+1=у. 

1. 2—3) 22. 12. у+0144— 25. 13. 42+ 0-5) -4+и; 
указать: 1) тьхь, которыя проходять черезь начало и тёхъ, которыя 
не проходятъ; 2) тЬхь, которыя параллельны оси х-вЪ и 3) тбхъ, 
которыя параллельны ози У-ВЪ. 

Построить прямыя: 


№. 2-+-3у=1. 15. 45-3у=0. 16, 2—5. 
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у ао оба не 
я 22-3 
—2 2 42—3у—7 29 5 
19. у —(* —_ ) | Уи в: 
. м: в 
21. Опредфлить точку пересфчешя прямыхъ: 
1-2 22-у о. ‹;. 5—7 42-3 Я 
5 п И с —=18—5=. 
22. Опредфлить точку пересфченя прямыхъ: 
За-4у=Т и ау. 
23. Опредфлить точку перееченя прямыхъ: 32--5=0 и у=—4. 


24. Опредфлить точку пересвченя прямыхъ : 4у=— 3 и у+1=0. 
Е Уэ5. Опредфлить точки пересфченя прямой: 12-—-у==2 оъ осями коор- 
° динатъ. 
\ 26. Опредфлить площадь треугольника, ограниченнаго прямоугольны- 
ми осями координать и прямою 22-3у- 5=0. 


\/ 27. Опредфаить длины еторонъ и площадь треугольника, ограничен- 
наго прямыми: З2==1—2у, э=3у—7 и у=45—5. 
-- 28. Опредблить площадь треугольника, ограниченнаго прямыми: 
1 11—3 
5а-+4у+11=0, у=7х—И а —* . 
\29. Опредфлить площадь треугольника, ограниченнаго осью ординатъ 
и прямыми: ут ж-я, и ухи. 
‚4+ 30. Показать, что площадь треугольника, ограниченнаго прямыми: 


вс 


=: 5 ух Ю и У=сх ы есть 1(а—5)6—с)(е— а). 


а 
2 
я а, При косоугольной систем, въ которой уголь между осями ра- 
вень 135°, даны прямыя: х--4-=0, 32=4у и 2у+3==0; опредфлить 
длины сторонъ и площадь треугольника, ограниченнаго этими прямыми. 


а #9 и : 
32. Если и пи. и ты уравнемя двухъ такихъ пря- 


мыхъ, которыя соетаваяють оъ осями координать треугольники, имфю- 
ще равные площади, аа’ и У’ координаты точки пересфчентя этихъ пря- 


мыхъ, то 
у: = (6—4): (а—а’). 


1 
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33. Показать, что площадь треугольника, ограниченнаго прямыми: 


у=а6а, у=аеВ и уу 
есть 
с? зщ(а— В) 
2 зща—1)9щ 1), 
34. Написать уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (—2,—4), 
35. Написать уравнен!е прямой, проходящей черезъ начало координат. 


36. Написать уравненше прямой, проходящей черезъ точку (1,—1) и 
составляющей съ осью х-въ уголь въ 135°. 

37. Написать уравнеше прямой, проходящей черезъ начало коорди- 
нать и составляющей съ осью абсциесъ уголь въ 60°. 

38. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точку (0,—5) и 
составляющей съ осью у--въ уголь въ 45°. 

39. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точну (—2,3) и 
составляющей съ осью у-въ уголь въ 90°. 

40. Написать уравнен!е прямой пересфкающей отрицательную часть 
оси у-въ въ разстояи 2 единицъ отъ начала и составяяющей съ о6ью 
т-въ уголь въ 80°. а 

41. Написать уравнеше прямой, переефкающей отрицательную Часть 
оси т-въ въ разстояни 5 единиць оть начала координать и составляю- 
щей съ осью т-въ уголь въ 22530’. 

42. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точку (—1,2) и 
составляющую съ осью х-въ уголь, котораго синусъ равенъ 0,8. 

43. Найти уравнене прямой, проходящей черезь точку (2,—1) и 
составляющей оъ осью т-въ уголъ вдвое больший нежели составляеть 
съ тою же осью прямая: Зу—<=4. 

44. При косоугольной систем® координать, въ которой уголь между 
осями, равенъ 120°, найти уравнешя прямыхъ, проходящихь черезъ 
точку (—1,—3) и составляющихь съ осью абсцисеь углы: въ 30°, въ 
60° и вь 90°. 

45. Найти уравнене прямой, проход. черезъ точки: (—1,4) и (—38,—2). 

46. Найти уравнен!е прямой. проход. черезъ точки: (0,6) и (5, 6). 

АТ. Найти уравнен!е прямой, проход. черезъ точки : (—4, 5) и(—4,—1). 
-? 48. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ начало `координать 
и точку (т,—”). 

49. Найти уравнешя прямыхь, проход. черезъ кажлые дв середины 
сторонъ треугольника, вершины котораго суть: (0,0), (—1,5) и (—2,—2). 


8 


р 
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50. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (а,6) и точку 
: ‚У 2 у : 
пересВченя прямыхъ: ат =! и + в“ 

51. Написать уравнешя дагоналей выпуклаго четыреугольника, огра- 

ниченнаго прямыми: 2=5, У=4, у=< и У=2х. 
52. АВСБЕЕ правильный шестиугольникъ. Пусть А начало коор- 
динатъ; направлене стороны АВ о06ь х-въ, а прямая, проходящая че- 
резъ точку А, перпендикулярно АВ, ось у-въ. Написать уравненя сто- 
ронъ и дагоналей этого шестиугольника. 

Опредёлить углы, составленныя осями координатъ прямоугольной сис- 
темы съ прямыми: 

58. 22=3. 54. 3—25=0,8(1 +2). 55. у+4=0. 

56. 52—7Ту=0. 57. э+2у=4. 58. 3х +4у—5. 

Опредвлить углы, составленные прямыми съ осями косоугольной сис- 
темы координатъ, когда уголь между осями равенъ 30°: 

59. 325=0. 60. у=0,5. 61. 2х=3у. 

62: в-у-5=0 и 63. 42+2у—5, 

64. Найти уравнеше прямой, проходящей черезь точку (1,— У) 2), па- 
раллельно оси абециееъ. 

65. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точку (2,4), парал- 
лельно оси ординатъ. 

Найти уравневше прямой, проходящей черезь точку, параллельно дан- 
ной прямой въ слёдующихь задачахъ: 

66. (—2, 1) и 2т-+5у=0; 67. (0,—3) и 4,52—1=0 и 

68. (/2.—ИЗ) и у+4=0. 

х 69. Найти уравнене прямой, параллельной З2--2у=1 и перес$каю- 
щей положительную часть оси ординать на разстоянш 3 единиць оть 
начала координатъ. 

70. Найти уравнене прямой, параллельной прямой: у=32 и пере- 
сВкающей отрицательную часть оси абоциссъ на разетояи 2 единиц 
отьъ начала координатъ. 1 

71. При косоугольной системв координатъ, въ которой уголь накло- 
нешя осей равенъ 120°, найти уравнене каждой изь прямыхъ, прохо- 
дящихъ черезъ точку (—3,—4), параллельно: 1) прямой 2 2у+1=0; 
2) 32=4 и 3) у+8=0. 

72. Найти уравнеше прямой проходящей черезъь точку (—1,—2), 
перпендикулярно 06и х-въ. 
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73. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точку (0,5), пер- 
пендикулярно въ оси у-въ. 

Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку, перпендикулярно 
прямой въ слёлующихь задачахъ: 

74. (1—3) и 0,821=—1-+49; 75. (0, =) и 22-3=0 и 

78. (—2,2) и у=—1. 

+ 77. При косоугольной систем координатъ, въ которой уголь между 
осями равенъ 60°, найти уравнеше прямой, проходящей черезъ данную 
точку, перпендикулярно данной прямой: 1) (—1, 1) и 2—Зу+2= 9; 
2) (—4,0) и 32-4=0; 3) (0,—3) и у=1. 

78. При косоугольной системв координатъ, въ кот. уголь межлу 0ся- 
ми координать равень 25516’, найти уравнеше прямой, проходящей 
черезъ точку (3,—3), перпендикулярно къ оси х-въ или къ оби у-ВЪ. 

79. Найти уравненя высотъ треугольника, координаты вершинъ ко- 
тораго суть: (2,1), (3,—2) и (—4,—1). 

80. Найти уравнене перпендикуляровъ, возставленныхь изъ сере- 
‘динЪъ боковъ въ предъидущемъ треугольник. 

Показать, что длагонали параллелелограмма взаимно дВлять другъ 
друга. поноламъ. 
[82] Показать, что ллагонали ромба перпендикулярны. 
Опредфлить разстоян!е отъ точки до прямой въ сл6дующихь задачахъ: 


88. (—3,2) и чу. 84. (3 0и 42=—3. 


Я 
86. (4,5) и о 

87. Опредфлить разстоян!е отъ начала координать до прямой: 42+ 
—Зу=10. 

88. При косоугольной системв координатъ, въ кот. уголь между осями 
равень 75°, опредёлить разстояе отъ точки (0,—2)- до прямой 
22=у—4. 

89. При косоугольной систем координатъ, въ кот, уголь между осями 
равенъ 80°, опредфлить разстояне оть начала координать до прямой: 
З32=1. 

90. Опредфлить длины высотъ треугольника, координать вершанъ 
котораго суть: (0,0), (—1,3) и (2,2). 

Опредёлить углы, составленные прямыми *): 


85. (—1,—5) и у 4=0. 


*) Направлешя сторонь угла считаемь согласно принятымь условямь ($ 32). 


8* 
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91. 32-+5у=2 и 42-+0,8у=3. 92. в у—1=0 и 32=1. 

93. 2+У/3 = 0 и з—у/3 =0. 94. 42=7у п у=5. 

95. 54=2 и 2+ 3=0. 96. 2=10 и 4у—1=0. 

97. 2--8у=0 и 2у—162-3=0. 98. 1,52--1=2у и 2=119. 

99. Опредёлить углы треугольника, котораго стороны суть: 2--у=1, 
©--4=0 и 22—3у-+1=0. 

100. Опрелвлить углы треугольника, вершины котораго суть: (3,—2), 
(0,5) и (3,1). 

101. Опредёлить углы треугольника, координаты вершинъ котораго 
вуть: (—2,4), (—2,—2) и (,— 

102. Опредёлить уголь между прямыми: ГП) 2-+3у+1=0 и 2у=2; 
П) 2+2=0 и 22—у=3 и Ш) 2=у+2 и у=3 при косоугольной 
системв координать, въ которой уголь между осями координать ра- 
венъ 36548’. 

103. Найти тангенсъ угла между прямыми: и и ту+е=0 
при косоугольной системв координатъ. 

104. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку (2,—1) и 
составляющей съ прямою у=32 уголъ въ 30°. 

105. При косоугольной сиетемв координать, вь ког. уголь между 
осями равень 120°, найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точку 
(3,4) и составляющей съ прямою 2+у-1=0 уголь въ 45° 

106. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ начало косрдинатъ 
прямоугольной оснотемы и составляющей съ прямою 2+2=0 уголь 
въ 60°. 

‚107. Если оси координать наклонены подъ угломь ©, то чтобы 
пряныя. Аз-++Ву-+-С=0 и А'#-- В’у--С’—0 были бы равно наклонены 
къ оби 2-въ въ противоположныхь направяешяхь, необходимо, чтобы 
в В 
А 26050, 

(афдующя уравнешя прямыхъ привести къ нормальному вилу и 
опредвлить @ и 8 ($ 42) для каждой изъ нихъ: 

108. 42=1у—3. 109. у—2И/3= 110. 022=3у. 

11 %=3. 12. у=— 18. 113. 2608109 9у3110°-+4=0. 

114. 2603209 23120°+20=0. 115. 2соз 7°6'— ужи 796'—2 =0. 

116. хзиф-+ус03ф—49=0. 117. —200349- узш4°—= 

118. Найти точку перебёченя прямыхь: 2609- узша— 8-0 и 
26050’ + узша' —8'=0, а также опредвлить и уголъ между пими, 
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119. Написать уравнене КИРА угла между прямыми: 32=4 
и 9+5 =0. 

120. Найти уравнене равнодзлящей угла, составленнаго прямыми: 
32+ 4у=0 и у=4. 

121. Написать уравнене равнодёлящей угла между прямыми: у=37 и 


Зу—@—16=0. 
122. ‘Написать уравнеше равнодфлящей угла между прямыми 2==5 и 
12у+5а =3. 


123. Написать уравнене равнодёлящей угла между прямыми: 46059-- 
+ узша—8 =0 и 2608а' + узша' — 5'=0. 

124. Найти услоше при которомъ прямыя: А2-- Ву-+ С=0, А’д-- 
+ Ву-+С'=0 и А"2-+В"у--С"= 0 имЪють общую точку переофчени. 

125. Показать, что прямыя: 32—4у+6=0, ;2=1 и у=2а2—1 
проходятъ черезъ одну точку. 

126. Прямыя: 2+ у=4, 22=3у, 2=2 их 2у—1=0 имфють ли 
одну общую точку? 

127. Показать, что высоты треугольника пересзкаются въ одной точк®. 

128. Показать, что периендикуляры, возетавленные изъ серединъ 
сторопь, пересфкаются въ одной точкЪ. 

129. Показать, что прямыя,.соодиняющия середины сторонъ съ про- 
тивоположными вершинами пересфкаютея въ одной точк®. 


Опредфлить геометрическя мфета, данныя уравненями: 

130. (#—9)(@-+3)=0. 131 (2=2—у)’(е—у—П=0. 

132. 2(у—а)=0. 133. (в-—а)(у—6)=0. 134. = +32=0. 

135. (у-+72-+2)(2?-- у)==0. 186. у*—16=0. 187. у+Зу-+4=0. 

138. (#—у--а)?-+ (+ у—а)=0. 139. ху?=еу-+ 22. 

140. (22-+3)22*—52-+2)=0. М1. 2 +5зу+6бу’=0. 

142. зу—2—2=2-+у=0. 143. 22—у+22—УУ==0. 

144. Опредфлить точку пересфчемя прямыхъ, опредфленныхь изъ 
урави: Г) у’—42у-32*=0 или П) 21"—З2у—2°—13у-+162-+ 16==0. 

145. Опредьлить углы между прямыми, опредяенными изъ уравне- 
ий: Г) у?+2у—62°—=0 иди П) 2у’— Бжу-ну- 22 -+2—1=0. 

- 146. Опредёлить тангенсь угла, составленнаго прямыми, кот. урав- 
нен: 42°-- Вху- Су’=0. 

147. Показать, что уравнене: 2у?—8ух-+ 82 +5у—102—3=0 
представляеть уравнешя двухъ прямыхь, параллольныхь между собою. 

148. Показать, что уравнен!е:—32*—8жу-+ 3у*+302—27= —0 есть 
уравнене двухъ прямыхъ, перпендикулярныхь между 60б0ю. 
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149. Опредфлить геометрическое мфсто точекъ, когда изв®етно, что 
сумма разстоянй каждой изъ нихъ до двухъ данныхь прямыхь есть 
величина постоянная. 

150. Данъ уголь 20у и прямая КГ. Проведемъ прямую, параллельно 
КТ, которая пересёчеть прямыя Ох и Оу въ точкахъь Аи В; изъ то- 
чекь Аи В возставимь перпендикуляры къ бокамъ угла, которые пе- 
рескутея въ точкё М. Опредёлить геометрическое место точекь М. 


151. Опредфлить геометрическое место точекъ М, дВлящихъ (пред. 
зад.) прямую АВ въ отношени т къ я, 

_152. Въ треугольникё АВС, въ которомъ основаше АВ дано по ве- 
личинь и положено, сумма двухъ другихъ сторонъ постоянна. Изъ точки 
С опустимъ периендикулярь СД на основаше и, продолживъ ОС, 
отложимъ часть ОИ=АС. Опредфлить геометрическое мото точекъ М. 

158. Въ треугольникз АВС данъ уголь А и сумма $ его сторонъ 
АВ и АС. ОпредЪлить геометрическое мЪсто точекъ М, раздляющихъ 
сторону АС въ данномь отношени. 

154. Даны двз точки А и В, лежащя на оси х-въ и оси у-въ сис- 
темы координатъ. На тВхъ же осяхъ возьмемъ произвольныя точки А 
и В’ такъ, чтобы ОА’-+ ОВ'=ОА-+ОВ. Опредфлить геометрическое 
мЪото точекь пересфченя прямыхъ: АВ’'и А’В. 5 


А 
И) 


З 


„ОТДВЛЪ ЧЕТВЕРТЫЙ. 


ОКРУЖНОСТЬ. 


Нькоторыя опредфленя. Выводь уравнешя окружности. Изелёхован!е уравнения окружности 

и нноторыя теоремы относительно окружности. Выводь уравнешя гасательной и нор- 

мальной къ окружности. Опредфлене длины касательной, подвасательной, нормали и под- 
нормали. Задачи. 


$ 52. НЁкоторыя опредфленйя. Приступая къ изучено кри- 
выхъ лин, мы познакомимъ читателя съ нФкоторыми опредёле- 
ями и терминами, встрёчаемыми далфе въ этомъ курсё; нЪкото- 
рыя изъ нихъ хотя намъ отчасти уже извфетны изъ начальной гео- 
метр, но, имя въ виду какую угодно кривую, а не одну только 
окружность, пришлось дать опредфлешя въ болфе общемъ видф. 

Хордою кривой наз. прямая, соединяющая дв кая либо точ- 
ки кривой. 1 

Центром кривой наз. точка, въ которой дБлятся пополамъ 
ве хорды, проходящя чрезъ нея. 

ДФаметромз кривой наз. прямая, дфлящая пополамъ вс хорды, 
параллельныя одной и той же прямой; эти хорды наз. сопряжен- 
ными съ маметромъ. Напр. если прямая АВ дВлитъ пополамъ 
хорды: ММ, ММ№, М"М№",..., (Фиг. 39). 
параллельныя прямой РО, то 
АВ и есть маметръ разематри- 
ваемой кривой, а хорды М, 
М№,... суть сопряженныя съ 
даметромь В. Цаметръ, па- 
раллельный сопряженнымъ хор- 
дамъ съ другимъ паметромъ,, 
наз. сопряженныме съ этимъ 
послднимъ. Напр. фаметръ СО, 
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параллельный хордамь ММ№ М’М,... будеть сопряженнымь съ 
Паметромь АВ. 
П!аметръ, перпендикулярный къ сопряженнымь хордамъ, наз. 
(Фиг. 40). злавнымо или осью кривой, а точка пере- 
сфчешя оси съ кривою наз. вершиною кри- 
вой. Напр. вели прямая АВ проходитъ че. 
резъ середины хордъ: ММ, М’А”..., перпен- 
дикулярно къ нимъ, то АВ ееть овь раз- 
сматриваемой кривой, а 4 точка пересченя 
прямой АВ съ кривою есть вершина. 

Изъ опредфлешя оси кривой слВдуетъ, что 
вели перегнемь чертежь по оси кривой, то 
часть кривой, лежащая по одну сторону 
ея, совпадетъ съ частью кривой, лежащей по другую сторону оси. 
Въ этомъ случа® говорять, что кривая симметрична относительно 
Этой оси; такъ напр. въ 40-мъ чертеж кривая симметрична от- 
носительно прямой АВ. 

Касательною къ кривой въ данной на ней точкЪ наз. та пря- 
мая, которой точки, сифжныя съ данною, лежать по одну сторону 
кривой. Изъ этого опредвлешя выходить, что касательную въ какой 
либо точки 11 (фиг.41) кривой КГ. можно разсматривать, какъ предфль- 
ное положене сфкущей, проведенной черезь точку же М, когда 
вторая точка М’ пересфченя ея съ кривою неопредфленно прибли- 

(Фиг. 41). жается къ данной точкЪ т. е. дру- 
гими словами, если сфкущую ММ’ 
станемъ вращать около точки М 
такъ, чтобы точка М’, двигаясь 
по кривой, приближалась бы къ 
точкв М, то сЪкущая будеть при- 
ближаться къ совпаденю съ каса- 
чельною, и наконець, когда точка 
М’ совпадеть съ точкою М, то 
у сЖкущая сольетея съ касательною. 

Нормальною къ кривой въ данной на ней точкё наз. та пря- 
мая, которая проходитъ черезъ данную точку, перпендикулярно къ 


У 
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касательной, проведенной въ той же точк. Напр. если прямая МВ 
периендикулярна къ касательной АМ въ точ М, то МВ и есть 
нормальная для данной кривой въ точкв ея И. 

Часть касательной, заключенная между точкою касашя и осью 
абсциссъ т. е. АМ наз. длиною касательной или татенсоле; 
часть нормальной, заключенная между данною точкою на кривой, 
чрезъ которую она проходитъ, и осью абециееъ т. в. МВ, наз. 
длиною нормальной пли просто нормалью; проекщя длины каса- 
тельной на ось абециссъ т. е. АР наз. подкасательною или 
субтатенсомз, а проекщя длины нормали на оси абециссь т. в, 
ВР наз. поднормалью или субнормалью. Цлины касательной, 
нормали, подкасательной и поднормали будемъ означать соотвЪт- 
ственно буквами: Т, № Три №. 

$ 53. Уравнене окружности. Въ } 11 мы нашаи, что уравне- 
ве окружности, олнесенной къ прямоугольной системв координатъ, 
есть 

(ва + (ув =г, (1) 

тд8 д пу суть координаты какой либо точки окружности, @ и В 
координаты центра и ” рашусъ окружности. Если центръ окружности 
лежить на оси х-въ, то 6=0 и уравнене ея будет: 

(в—а)’+у=т; 
если центрь окружности на оси у-въ, то @=0 и уравнешя ея 
будетъ: 

+ (у— 6) =, 
а если центръ окружности въ началь координать, 10 а=0. 6=0 
и уравнеше окружности приметъ видъ: 

ту -=г°. 

Если центръ на оби х-въ и окружность касается оси У-въ, то 

$=0, а=г и уравнене будеть вида 
(Ф— г) -у?=т? или у — 2". 

Въ (1) уравненш разскроемь скобки и расположимъ члены по 

степенямь ти 9; тогда получимъ: 
2+ у —Зав— Зву на + 6°—т=0 
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пли, означивь коэффищенты при < иуи извзстный членъ бук- 
вами А, Ви С, найдемъ общее уравнеше окружности вида: 
2*--у?- Аз- Ву- С=0. (2) 
& 54. Теперь посмотримъ обратное: при вефхЪ ли значеняхь 
А, В и С уравнене 
2+ у°+ Аф-+Ву+С=0 
будеть принадлежать окружности? 
Перенесемь въ этомъ уравнеши С во вторую часть и приложинь 


В? 
КЪ обоимъ частямъ его по д. И т. тогда получимъ: 
А\ В\ 42+ В?—4С 
(2+3) +(- ‚)= т, 3) 


ели А4?+В?—4С<0, то уравнеше (3) не будетъ представлять 
ни какого теометрическаго мЪ®ста, потому что первая часть при 
вов хъ вещественныхъ значеняхь х и у будетъ‘числомъ положитель- 
нымъ, а вторая часть, по условно, есть ‘число отрицательное; по- 
этому (3) равенству не будуть удовлетворять ни какя веществен- 
ныя значешя х и У и слФдовательно оно не представляеть ни ка- 
кого геометрическаго мВета точекъ. 

Если А?-- В°—4С=0, то первая часть (3) равенства, пред- 
оставляя с0бою сумму квадратовъ двухъ чисель т. е, сумму двухъ 
положительныхь чиселъ, буцетъ только тогда равна нулю, когда 


:. =0 т. 0 :. =} т 
#+ 5 =0 ну+ = или ф=—5 и уф; поэтому 
въ данномъ случаз (3) уравнене или все равно (2) уравн. пред- 


Аа В 
ставляеть одну только точку \ —5,— 55] 

Наконець, если 4+В*—4С>0, то уравнению (3) можеть удов- 
летворять безчисленное множество величинъ ги Уи, сравнивши его съ 
(1) уравнешемъ, видимЪъ, что это уравнене, а сл®довательно также и 

А В 
(2), принадлежить окружности, которой центръ есть \ — 9—5] › 


а ращусь 1 И 4+ В—4С. 
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$ 55. ИзелФдован!е уравненйя окружности и нфкоторыя 
теоремы относительно окружности. Хотя окружность и из- 
слёдована нами въ начальной геометри, но, желая познако- 
мить читателя съ премами аналитической геометрш, мы изелВдуемъ 
окружность посредетвомъ ея уравнешя и докажемъ нФкоторыя теоре- 
мы относительно окружности; такимъ образомъ подтвердимъ сказанное 
нами въ & 9, что всякое свойство уравненя линш, зависимое отъ 
величинь хи 9, удовлетворяющихь ему, имфетъ какое либо тео- 
метрическое значеше и обратно. 


Возьмемъ уравнене м 43). 


2+ =? 
окружности, которой центръ въ 
начал координать; изъ этого 
уравнешя 
у==УИ"—а7. 

Чтобы у было возможно не- 
обходимо, чтобы *—2*> 0 т. е. 
х заключалось бы между+и и 
—, для т-же равнаго г или 
—г, у будеть равенъ нулю и слфдовательно получимь дв® точки А 
п В пересвченшя данной окружности съ осью абециссъ. Изъ выраженя 
для у видимъ’ также, что при непрерывномь измёнени х въ пре- 
двлахъ отъ + г до —^, у будетъ также измфн. непрерыв. отъ 0 №0 
и имбть, для каждаго значеня х, по два значешя, равныхъ по ве- 
личин®, но обратныхъ по положению; такъ, положивъ = ОР, г 
ОР<г. найдемь у=МР и у=МР, а потому, если перегнемъ чер- 
тежь по оси д-въ, то точка М упадеть въ точку №, и вообще, в 
точни АМВ верхней части окружности совпадутъ съ соотвфтетвую- 
щими точками АМВ нижней части кривой, а также и дуга МВ 
совпадеть съ дугою МВ; отеюда слФдуеть: 


1) Жаметрг (АВ) дьлитё пополам какз окружность 
круга, тако и круг и 


2) Жаметрь (АВ), перпендикулярный кг тордь (ММ), дъ- 
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линтб пополамз как эту хорду, так и соотвьтствующую ей 
дузу. 
= 56. Изъ уравнешя 2?- у?=и° окружности имфемь: 
та =(г- 2)(г—2т). 
Если теперь возьмемъ какую нибудь точку № на окружности (фиг. 42) 
и опустимъ перпендикуляръ МР на ось абоцисеъ, то у=МР, 
т+ж=АО-+ ОР=АР и гт-ж=0ОВ—ОР=ВР; поэтому изъ 
предъидущаго равенства найдемъ 
ИР?=АР.ВР пли АР: МР=МР: ВР 


т. в. перпендикулярг, опущенный изг какой нибудь. точки 
окружности на д%аметрг, есть средняя пропоруональная 
величина между отръзками этозо Фаметра. 
$ 57. Прибавимъ къ обоимъ частямъ уравненя: ау = 
окружности по 27-7”; тогда получимъ: 
а? Зта-нт? + у’ те 


или 
(в) + у?==2(е +"). 
Но по чертежу (фиг. 42): +г=ОР-+ОА=АР, у=МР 
и 2В= АВ, а потому 
АР?-+ МР*=АВ.АР или АМ=АВ.АР 


т. в. 2орда круа есть средняя пропорональная величина 
между дзаметроме, протодящимз через ея конеца, и приле- 
экащим отрьзкомб этого Оаметра. 

& 58. Теперь опредфлимъ величину угла АМВ (фиг. 42) и для 
этого составимъ уравнешя прямыхт .4/М и ВМ, означивъ буквами 
т, иу, координаты точки М. Такъ какъ координаты точки 4 суть: —^ 
и 0, а точки В сутьги 0, то уравнен!е прямой 4, проходящей черезъ 
точки А и М, будеть ($30): 


—0 
у—0_2-г ре и. 
и—0 а+м д +г 
а уравнеше прямой В.М, проход. черезъ точки В и М, будетъ 
Уши _ \(=-") 
и—0 ат т ди-г ° 
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Изъ уравненшй этихъ прямыхъ выходить, что произведене ихт` 
угловыхъ коэффищентовъ равно 
КД КД У. 
ага г ат” 
но такь какъ точка (2,,у:) лежить на окружности, которой урав- 
неше 2? у?=и?, то а уг? иди у “=” 2, а ПОТОМУ 
предъидущее произведеше будетъ равно 
па (а) 
ИИ г РИ 


а, 


Отсюда видимъ, что произведене оугловыхъ коэффищентовъь въ 
уравнешяхь прямыхь АМ и ВМ равно —1; а это показываетъ, 
что эти прямыя ($ 32) перпендикулярпы т. е. что 72045, висан- 
ный в5 окружность и опираюиййся на концы дзаметра, есть 
прямой. ! 

$ 59. Выводъ уравнен1я касательной къ окружноети. По- 
ложимъ дана окружность: , 
ау = (1) 
и точка (2,,У,) на этой окружности; требуется составить уравне- 
ве касательной къ окружности въ точк® (2, У,). Тавъ какъ ка- 
сательную къ кривой въ данной на ней точкё можно разематри- 
вать какъ предфльное положеше сЪкущей, проходящей черезъ туже 
точку, то поэтому возьмемь на окружности произвольную точку 
(2.9); тогда уравнеше сфкущей проходящей черезъ точни (21, 1) 


и (2,-у,) будеть ($ 30): 


у—\ а ео 
Точки (2. У,) и (25,9») лежать на окружности и потому коорди- 


наты ихъ удовлетворяють (1) уравнешю т. е. 


2 т РИ 2 8—2. 
де" = г, пм + =, 


В 


откуда, вычтя почленно первое равенство изъ втораго, найдем: 
да 0 
или 
(2—2, (2+2) + (у,—9) (+9: )=0; 


126 АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛлОСК. Отд. ЛУ. 


перенеся (2,—2,)(2.--<,) во вторую часть и раздёливъ обЪ части 
на 2—2, и у›-+У:, найдемъ: 


У 
т, — 1 У: 
и уравнеше (2) сВкущей приметъ видъ: 
М 9 +2 И - 
у—/—= + не <). (3) 


Если теперь точку (2,5) будемъ приближать къ точкВ (21,у,), 
то оВкущая (3) будеть стремиться къ совпаденшю съ касательною 
въ точкВ (2,,И,) и наконецъ, когда точка (2, У») совпадетъ съ 
точкою (2, 9.) т. е. когда т=ж, и У.=9, то еёкущая сольется 
съ искомою касательною, а уравнене (3) обратится въ 


2 
Уи 2) или у-у=-у@—). (4) 


Это и есть уравнене искомой касательной къ окружности, гдф 2 
и у означаютъ координаты какой либо точки касательной, а 2, и 
у, —координаты точки касаня. Уравнене (4) можно написать проще, 
уничтоживъ знаменатели и перенеся извфотные члены въ одну часть, 
а неизвЪетные въ другую; найдемъ: 
та + уу, ==, * + 9,? 
или 
да + уу =", (5) 

& 60. Уравнеше касательной къ кругу можно дать еще въ за- 
висимости отъ радуса окружности и тангенса угла, составляемаго 
касательною съ положительнымъ направлешемъ абецисеъ оси. ДВй- 
ствительно изъ (5) уравненя 


т 
уе, (6) 


Я 

гд® ($25) и есть тангенсъ угла, составляемаго касательною (6) 
1 

съ положительнымь направлешемь оси абециссъ; положивъ 


м 
ты найцемь изъ (6) уравнешя, что 
1 
г? 
=тФ-—. 
у у (т) 


1 
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Для исключешя у, изъ этого уравнешя вепомнимь, что точка 
(2.у:) лежать на окружности: 2? у’ ==г?, а потому 21° 9, =; 


Е 
тогда изъ равенствъ: я и 2-9, =”, найдемъ, что 
1 


= 
фт а -: 

й Ут 1 
и, замвнивши въ (7) уравненйи у, его величиною, получимъ уравнене: 


у=те-=тУ т -1 
искомой касательной. 

$ 61. Уравнене касательной къ окружности можно также вывести 
еще основываясь на опредфленш касательной къ кругу, данномъ въ 
начальной геометрии: касательною къ окружности называется прямая, 
имёющая съ окружностью одну общую точку. 

Положимъ дано уравнеше 2*-+ у’=7” окружности и пусть пря- 
мая у=тх--п воть искомая касательная къ этому кругу. Чтобы 
опредфлить общую точку окружности съ прямою, рёшимъ совокупно 
уравнения: 2°- у’=т? и ужтх-т; для этого подотавимъ вели- 
чину У изъ втораго уравненя въ первое, и найдемъ: 

т (те п) =? 
или 

(т? -- 12? -- Этид + п? —*=0; 
но такъ какь по условно прямая и окружность должны имЪть 
только одну общую точку, то поэтому найденное квадратное урав- 
неше должно дать только одно значен!е для х т. е. корни уравненя 
должны быть равными, а для этого необходимо, чтобы "] 
4т?и?=4(т? + 1) (1 —?); 

откуда 

= гИ +1. 
Замвнивши въ уравнени: у=ир-- и, ю его величиною, получимъ 
уравнене: 

у=те-тУ т? +1 
искомой касательной. 


в) См. начальную алгебру ($ 301, 302), изх. мною. 
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$ 62. Выводъ уравневйя нормальной къ окружности. Дана 
окружность : 2+ у°=7° и точка (2,/,) на окружности; требует. 
ся вывести уравнеше нормальной къ окружности въ точк® (2, у, ). 
Такъ какъ нормальная къ кривой въ данной точк® (у 52) будетъ 
перпендикулярна къ касательной, проведенной въ той же точЪ, то 
возьмемь уравнеше касательной къ окружности 2°-у’=г” въ 
точкВ (2,9, ): 
р 9 


та, +Уу.=г° пли И 


тогда уравнене нормальной, и черезъ точку (22. 9, ), пер: 


пендикулярно къ прямой: уве". ‚будеть ($ 36) 


ие) или ура, 


тд6 д иу означають координаты произвольной точки нормали, а 
д, пу, координаты точки кривой, черезъ которую проходить нор- 
маль. Изъ уравнен{я нормальной также видимъ, что она проходить 
чрезъ начало координатъ. 


$ 63. Опредёлен1е длины касательной, нормали, подка- 
(Фиг. 43). сательной и поднорма- 

у ли для окружности. 

Пусть дана окружность 

2? у’ —г? и точка Иа, 

( у. ) на окружности. Черезъ 
точку М проведемъ каса- 

` тельную ИМ, нормаль МО, 

В м а изъ точки М опустимъ 
перпендикуляръ ИР на ось 

абецисеъ; тогда изъ урав- 


нешя 
В т 
тт, +, =тг’° ии а 
1 1 
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касательной, найдемъ, что ве ив = (180°—@)=—в@= 
1 


—. Разематривая прямоуг. треугольник МРМ, получимъ: 
У: 
МР ро бе, 
В В или Ть=У, : Е 
ыы 4 2 Я р 
а ИМ=У ИР? - МР? пли т=У и: чи -ь 7 
1 1 1 


Также видимъ, что 
ОР или №=2,, а ОМ или М=г. 


ЗАДАЧИ. 


1. Дана окружность: 2?--°=7 и точки: (1,0), (4—5), (—8,0), 


—— ум 
(И 5—2), (—Э и (23). Еоторыя язъ этихь точекъ лежать: 1) 


на окружности круга; 2) внутри круга и 3) внв круга? 

2. Опредёлить координаты центра и рамусъ окружности: 2*°-у?+ 
—2%-+4у-+1=0. 

3. Опредвлить координаты центра и радусъ окружности: 2?-- у? 
—62=0. 

4. Опредфлить координаты центра и радусъ окружности: 362°-- 
-+36у?—365 +24у—11=0. 

5. Опредёлить теометричееков значене уравнешя: 2+ у?—62-- 
—49-+13=0. 3 

6. Опредёлить геометрическое значене уравнешя: 22+ у?—10-+ 
+30=0. 

7. Найти точки пересфченя окружности 2*-+ у°—52—7у-+6=0 съ 
осями координатъ. 

8. Найти точки пересфченя окружности: 2°-у?=25 съ прямыми: 
1) з+у=—1; 2) +у=—25 и 3) 32+4у-+25=0. 

9 
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9. Найти точки пересёчешя окружности 2?--у?=^° еъ прямою: 
20039 +узшф—р=0. 

10. Найти на окружности 2 у?—62-4у—4=0 точки, равноот- 
стоящая отъ осей координать. 

11. Найти точки пересфченя окружностей: 2 у’—22—бу-+9=0 
и 22-у=13. 

12. Найти общия точки двухь окружностей: 2?-у?=2 и 2+ у’-+ 
—#—у=0. 

13. Найти точки пересфчешя окружностей : 2°- у?--62—2у—19=0 
и 2-2? 45—49-+17=0. 

14. Найти уравнеше прямой, проходящей черезъ точки перес5ченя 
окружностей : 2? у?=2у и 2 у’=22. 

35. Найти такую величину для г, чтобы окружности: (2—а)*-- 
о =? и (2—6) -(у—а)* =? касались бы. 

16. Показать, что длина хорды, соединяющей точки пересбченя 
окружностей : (а)? и (2—6)+(у—а)* ==, воть 
У" @—5*. 

17. Показать, что центры окружностей, проходящихь черезъ точки 
(2 у.) и (2,9), находятся на прямой: 


Се вое") и"). 


18. Написать уравнеше окружности, проходящей чрезъ начало коор- 
динать и пересёкающей положит. часть оси абсцисеъ на разстоящи @ и 
положит. часть оси ординать на разотояни 6 оть начала координатъ. 

19. Найти уравнене окружности, проходящей черезъ точки: (0,0), 
(1,—2) и (2,1). 

_20. АВС равностороный треугольникъ; А принято за начало коор- 
динать прямоугольной системы, а направлен!я стороны АВ —за положи- 
тельное направлеше оси х-въ. Написать уравнеше окружности, опи- 
санной около этого треугольника. 

21. Найти уравнеше окружности, проходящей черезъ точки: (1—1) 
и (2,3) и которой центръ лежить на прямой: у=2. 

22. Написать уравнеше окружности, при косоугольной систем коор- 
динать, которой центръ въ начал координать, радуеъ равенъ 3, а оси 
координать наклонены подъ угломъ въ 45°. 

23. Написать уравнене окружности, отнесенной къ косоугольной сис- 
тем® координать, въ когорой оси проведены подъ угломь въ 60°, когда 
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извёстно, что радусь окружности равень У“, а координаты центра 


(—, —+ 
24. Оси координатъ наклонены подъ угломъ ©; найти радусъ окруж- 
ности, которой уравиене при этой систем есть слёдующее: 


2? у? + 26050 —=—у=0. 

-25. Подъ какимъ те: должны быть наклонены оси координать, 
чтобы уравнеше =°- у? Тгу—т—пу=0 принадлежало окружности, 
Опредблить положене центра круга и радусъ его. 

26. Подъ какимъь угломъ должны быть наклонены оеи координатъ, 
чтобы уравнене: 2°- у?--ху—й2—1у=0 принадлежало окружности. 
Опредфлить положене центра и радусъ окружности. 


27. Написать уравнене касательной“ в нормальной къ окружности 
2?+у?=17, проведенной черезъ точку (—1,—4). 

_28,. Найти уравнене касательной къ окружности, проведенной изъ 
точки (а, В), лежащей внЪ круга. 

29. Написать уравнене касательной къ окружности 2°-у°=8, про- 
веденной чрезъ точку (3,—1). 

30. Найти уравнене пормальной, проведенной изъ точки (2,1) къ 
окружности 2? у=8. : 

31. Найти уравнен!е касательной къ окружности: 222-+2у°=3, про- 
зеденной параллельно прямой: 2- Зу=1. 

32. Найти уравнен!е касательной къ окружности: 2+ у’=10, про- 
веденной параллельно прямой: 2--1=0. 

33. Найти уравнене каеательной къ окружности 2°-+ у?=20, про- 
веденной периендикулярно прямой: 22--у-3=0. 

34. Найти уравнене нормальной къ окружности : 35°-+3у°=4, про- 
веденной параллельно прямой: у 22—1=0. 

35. Найти уравнене нормальной къ окружности 2*-- у?—1, прове- 
денной перпендикулярно прямой: 32-4=0. 

36. Написать уравнеше окружности, которой центръ въ начал ко- 
ординать и когда извфстно еще, что уравнен!е касательной въ одной изъ 
ея точекъ есть: 2-2у=5. 

_87.. Найти на окружности круга: 2°- у’=^? такую точку, если че- 
резъ которую проведемъ касательную, то она составляла бы съ осью 
абециееъ уголь въ 60°. 

38. Найти на окружностя 2°--у?=г? такую точку, если чрезъ кото- 
рую проведемъ нормальную, то она составляла бы съ осью абециееъ 
уголь 105°. 

9* 


132 АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. Отд. ПУ. 


39. Вывести уравнен!е касательной и нормальной къ окружности, ко- 
торой уравнение: (#—а)°+(у—6)*=!”. 
_40.. Вывести уравнен!е касательной и нормальной къ окружности, ко- 
торой уравнение: 27-- у? А+ Ву+0=0.,/ Г 
41. Найти уравнен!е касательной, проведенной черезъ начало коорди- 
нать кь опружности: 2°+у?—2у—82=0. 
42. Написать уравнене касательной кь окружности: ду 
+4у—21=0, проведенной изъ точки (— 8,4). 
43. Найти уравнене нормальной, проведенной изъ точки (3,4) къ 
окружности: 2°-у’—22—4=0. 
44. Найти уравнене касательной къ окружности: 2? у’—За-2у=0, 
проведенной параллельно прямой: 32+ 2у=4. 
45. Найти уравнене касательной къ окружности: 2? у? 22-4у-+ 
—4==0, проведенной перпендикулярно прямой у $=4. 
46. Найти уравнене окружности, которой центрь въ точк (3,—1) 
и когда уравнеше касательной въ одной изъ ея точекъ есть; #=4. 
47. Составить уравнен!е касательной къ окружностямъ: ау в 
‚ 2°—ба-у’=0. 
48. Написать уравнеше окружности, лежащей во второмъ угаВ и ка- 
сающейся осей координать, когда радусь окружности равенъ Уз. 
49. Найти уравнене окружности, касающейся отрицательныхь частей 
06вй координать на разстояни а оть начала координать. 
50. Написать уравнен!е окружности, касательной оси абоцисеъ и рав- 
нодълящей угла, составаеннаго положительными направленями осей коор- 


динать, кода радусь окружности веть В. 
51. Показать, что уравнене окружности радуса г, касающейся осей 


координать, проведенныхь подь угломъ @, есть 
Го) ® 
2? у’--2аусозю —2(2-- уго +7? -=0. 


52. Показать, что предъидущее уравнеше можно написать ещё такъ: 


2+у—3У=у 5 -=^08- . 
53. Найти уравнене окружности, проходящей черезъ точку (0,2) и 
насающейся прямой 2—2 у-5=0 въ точк®, которой абецисса есть 1. 


54. Найти уравнеще окружности, проходящей черезь точки: (1,2) 
(2,—1) и касающейся‘ прямой: у=—7а—7. ( 
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55. Найти уравнеше окружности, проходящей черезъ точку (6,3) и 
касающейся осей кординатъ. 

56. Найти уравневе окружности, проходящей черезъ точку (1, 1) и 
касающейся прямыхъ: у--72=3 и Ту+а—3=0. 

57. Найти уравненёе окружности, касающейся трехъ прямыхъ: 2=7, 
9=2 и у-+8==0. 

58. Найти уравнене окружности, проходящей черезъ точки (12,9) и 
(8, 1) и касающейся окружности: 2 у’=25. ь 

_59. Показать, что уравнение: 

(фура)? (е— п) (у 
представляеть уравнешя двухъ касательныхь къ окружности: 2 уз=т? 
проведенныхь изъ точки (й, №). 

60. Дано основаше АВ треугольника АВС и сумма квадратовь АС’ 
и ВС двухъ другихъ его сторонъ. Опредфлить геометрическое мото 
вершины С, когда АВ не измфияеть своего положения, а двё друмя 
ИЗМВНЯЮТЪ. 

_61. Даны дв точки А(@,6) и В(с,4); опредвлить геометрическое 
мЪето точекъ М, удовлетворяющихь условю: т. АМ?-=ю.В М.Р, гд 
т и п числа положительныя, а {—опредфленная длина. 

-62. Даны двз точки А(а5) и В(с,а); опредфлить геометрическое 
мфето точекъ М, для которыхь АМ=т.ВМ, гдВ т число положитель- 
ное, не равное 1. 

63. Черезъ точку 4, взятую на окружности, проведемъ хорлу АВ и 
продолжимъ ея; на продолжени возьмемь такую точку М, чтобы произве- 
деше АВ на АМ было постоянно, какъ бы не проводили хорлу. Опре- 
дьлить геометрическое м$сто точекъ М. =—— 


64. Точка М движется такъ, что сумма квадратовъ разетоянй оть 
нея до п данныхъ точекъ есть ведичина постоянная. Опредфлить геоме- 
трическое мото точекъ М. 

65. Точка М движется такъ, что сумма квадратовъ разстоянй отъ 
нея до четырехь сторонъ даннаго квадрата есть величина постоянная. 
Опредвлить геометрическое м%ето точекъ М, 

66. Точка движется такъ, что сумма квадратовъ разотоянй до трехь 
сторонъ даннаго правильнаго треугольника есть величина постобщжая, 
Опредвлить геометрическое м®ето точекь М. . 

67. Найти уравнен!е геометрическаго мёста вершинъ треугольникдвъ, 
имфющихь тоже основане и тотъ же уголь при вершин®. 
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68. Прямая движется такъ, что сумма перпендивуляровь АР и ВО, 


опущенныхь на нея изъ данныхь точекъ Аи В, есть величина пос Я 


тоянная. Опредлить геометрическое мфсто серединь РО. 
69. Данъ равностороннй треугольникь АВС. Опредёлить” геометри 
ческое фото тавихъ точекь М, для которыхь МА=МВ-- МС. 


70. Въ плоскости имфемь два источника овфта, не равной силы. # 
Опредёлить геометрическое мфото точекъ плоскости, равноосвфщенной с. 


ими «обоими. 

тр Даны ® прямыхъ, которыя составляють съ неподвижною прямою 
АВ ‘углы а, В, \›..} точка М движется такъ, что сумма квадратовъ 
разстоянй отъ нея до этихь прямыхъ постоянна. Найти увлове, при ко- 


‘торомъ точка М опишеть окружность. я & 


& 


ия 


ОТДВлЪ пятый. 


ПАРАБОЛА 


Опредвлене и черчеше параболы. Выводь уравнешя параболы я изсавдован!е его. Выводь 
уравненя касательной и нормальной къ параболь. Опредфлене длины касательной, нор- 
мали, подкасательной и поднормали дая параболы. Проведене касательной и нормальной 
въ параболь черезь точку, взятую на ней. Д!амотры параболы. Опрефленше площади 
отрёзка параболы. Выволь уравненм траэктор!и, описываемой центромь тяжести тьла 
брошеннаго въ безвоздушномь пространств. Изса®довавя тразитори. Задачи. 


$ 64. Опредлен1е. Параболою наз. кривая, каждая точ- 
ка которой равво отстоитг отб данной точки и данной 
прямой. Данная точка наз. Фокусом5 параболы, данная прямая— 
директриссою параболы, а разстояше какой нибудь точки пара- 
болы до ея фокуса наз. радбусоме-векторомв. 

$ 65. Черчене параболы. На основан опредфлешя пара- 
болы можно ея начертить двоякимъ способомъ: по точкамъ и не- 
прерывнымъ движенемъ. 


1) Черчеше параболы по точкамг. Пусть Е данная точка 


(фокусъ) и АВ данная прямая (директрисса). Изъ точки Ё опус- 
(Фиг. 44), 


тимъ перпендикуляръ ЁС на прямую АВ и 
продолжимъ его; тогда точка Г) середина пря- 
мой СК будеть одна изъ искомыхъ, потому 
что ОФЕ=ФОС. На прямой СЁ, праве точки 
Т, возьмемьъ какую нибудь точку Ри черезъ 
нея проведемь прямую, параллельно АВ 
а изъ точки Ё опишемъ дугу ращусомъ РС 
которая пересёчетъ эту прямую въ точкахъ 
Ми М; точки Ми М' будутъ принадлежать 
искомой кривой, потому что соединивъ точку М 
съ Е и опустивъ перпендикулярь МК на 
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директриесу, найдемь: ИК=РС=МР т. в. точка Мравно отстоитъ 
отъ директриссы и фокуса параболы; тоже самое будетъ и для точки 
М’. Если проведемь еще прямую через какую нибудь точку 
Р’ прямой ЕС, параллельно прямой АВ, а изъ точки Ё опишемъ 
дугу ращусомъ Р’С, то получимъ въ пересфчени ея съ этою прямою 
еще дв точки Ми №" ит. д. Найдя такимъ образомъ радъ точекъ, 
по возможности ближе одну къ другой, соединимъ ихъ непрерывною 
чертою и получимъ приблизительное очерташе искомой кривой. 

2) Черчеще параболы непрерывныме двиэжещем. Пусть Е 
будеть фокуеъ и АВ — директрисса параболы. Къ прямой АВ при- 
ложимъ линейку, какъ указано на 45 чертеж; затёмъ приложимъ въ 
линейкВ треугольникъ такъ, чтобы меньший изъ катетовъ прилегаль бы 
къ линейки, а бодышй прикасалея точки И, и положимь, что тре- 
угольникь займеть положеше КСЕ, указанное здёсь же на черте- 
ж. За тьмь возьмемъ нить длиною, равною. катету СЕ, и одинъ 
изъ ея концовъ укрёпимъ въ точкё И, а другой въ вершин® Е 
треугольника; нить натянемь карандашемт, помветивъ его подль 

(Фиг. 45). катета СЕ. Если теперь станемъ этотъ 
треугольникъ двигать вверхъ такъ, 
чтобы катетъ КС скользилъ по ребру 
линейки, а карандашъ, ватягавая 
нить, находился бы постоянно при 
катеть СЕ, то карандашъ начертить 
часть кривой параболы. Въ самомъ 
Дл, предположимъ, что треуголь- 
нивъ занялъ положеше СЕ” и ка- 
рандашь находится въ 1045$ М) 
длина катета С’Е” или СЕ равняется 
длинв нити, а потому С’Е= МЕ + 
+ МЕ или МС’ + МЕ‘=МЕ' + МЕ; 
откуда выходить, что МС’=МЕ те точка М равноудалена отъ 
фокуса и диревтриесы, -а слФдовательно принадлежить парабол. 
Тоже самое можемъ сказать и о другихъ точкахъ этой части кривой, 

Если треугольникъ помфстимъ внизъ отъ прямой СЕ и посту- 
пимъ Также, какъ и въ предъидущемь случа, то начертимъ часть 
параболы, расположенной внизъ оть прямой СЁ. 
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$ 66. Выводъ уравненйя параболы. Начертимъ параболу и 

отнесемъ ея къ прямоугольной ‘системв координатъ; при чемъ за 
ось абецисеъ примемъ прямую, проходящую черезъ фокусъ, периен- 
дикулярно къ директриес® т. е. къ АВ, (Фиг. 46). 
& за ось ординатъ —прямую, проходя- у 
щую черезь середину разстоящя отъ 
фокуса до директриссы, перпендикулярно 
къ оси абоциесъ. Означимъ разстоян!е 
отъ фокуса до директриссы буквою ри 
возьмемь на парабол® какую нибудь 58 
точку М, координаты которой пусть \ 
будуть сиу; точку М соединимъ съ А, 
а изъ точки М опустимъ перпенцику- 
ляръ МР на 0вь х-въ и перпендику- В 
ляръ ММ на директриссу. 

Такъ какъ параболою наз. кривая, которой всякая точка равно 
отетоить отъ фокуса и директриесы, то 


МЕ= ММ; (1) 
но, по чертежу, ОР=, ИР=У, ос=0в=5 и потому 
ИМ=РС—=ОР+ Оба 5, 


а МЕ, изъ прамоугольнаго треугольника МЕР, равняется 
У ИР? ЕР? или 


иг-УуЗ(ОРЕОВУ-У "+ (+2) 


поэтому, замфнивъ въ (1) равенствё МЕ и ММ ихъ величинами, 
найдемъ: 


——__ 


Е 


06% части этого равенства возведемъ въ квадратъ и разскроемъ 
скобки: 


2 2 
уча ра ай + рр +1 
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сдьлавши сокращене и перенеся членъ съ х во вторую часть, 
найдемъ уравнение: 

у’? ре 
параболы, которая, какъ видимъ, есть кривая втораго порядка. Въ 
уравнени у’=2рж, х и у суть координаты произвольной точки 
параболы, а р есть разотояне отъ фокуса до директриевы. Зам$- 
тимъ также, что если означимъ длину радуса-вектора буквою г, 


то ИЕ=г или г=МЕ=ИМ=е- 5 . 
$ 67. Если примемъ за ось ординать директриссу, а ось або- 
цисеъ оставимъ туже (фиг. 46), то для получешя уравнешя пара- 


болы при этой систем координатъ, надо въ уравнени: у=2рх 


поставить ($ 19) #1 выфето гиу визето у; найдемъ уравненше: 


и=(=— 5) или у°—=2ре—р° 
параболы, гдВ х и у означаютъ уже координаты произвольной точки 
параболы при новой систем®. 
$ 68. Изелдован!е уравнен!я параболы. Напишемь уравне- 
ше параболы: у’=2рх и опредфлимъ изъ него у: 


У==У 3рг. 


Чтобы у быль вещественнымъ, необходимо 2 давать только поло-\ и 

(Фиг. 47). жительныя значения; саЪдовательноу А 
вел кривая лежитъ по одну сторону ) “| 
ови ординатъ и именно въ право отъ/ ^* 


Ау 


1) 
оси У-вЪ. 

Двойной знакъ при корнф озна- 
чаетъ, что каждой положительной ве- 
х личин% х соотв®тетвуетъ дв орди- 
) ` % наты, равныя по величин, но обрат- 
ныя по положению; а это показываетъ, 
что парабола расположена симметрично 
относительно оси абецисеъ и потому 
прямая, проходящая черезъ фокусъ 
параболы, перпендикулярно къ дирек- 
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трисе®, есть ось параболы, а точка О пересвчешя кривой съ овью 
есть вершина параболы. 

Еели а; будемъь увеличивать непрерывно отъ 0 до + оо, то 
абсолютная величина у будеть также непрерывно увеличиваться отъ 
(/ до со; слвдовательно кривая состоитъ изъ безконечной вЪтви и 


выпукла относительно оси абециссъ. 
При 2=0, у=0 т. е. кривая проходить черезъ начало коорди- 


натъ; при 2-6, навдемъ, что НЙ Эр. ==Р, а потому 


если черезь фовубь проведемь прямую, перпендикулярно къ 0% 
абециссъ, до вотрфчи съ кривою въ точкахъ К и Г, то орданаты 
точекъ Ки Г будуть -р и —р, а потому длина хорды КЕ 
будеть 2р. Хорда КГ наз. параметром *) параболы и какъ 
видимъ, равняется удвоенному разстояншю фокуса до ея директриссм. 

(ля каждой точки параболы имфемъ: У=2рт или у’—2рх= 
=0; для точекь же, лежащихь не на кривой, первая часть 
уравнешя не будетъ тождественно равна нулю. а будеть менфе 0 
или болёе 0, смотря потому точка взята на части плоскости, огра- 
ниченной кривою (внутри кривой) или же внЪ ея. Въ самомъ дфлЪ, 
возьмемъ какую нибудь точку О (2,у) не на кривой (фиг. 47) и про- 
ведем черезъ нея прямую, перпендикулярную къ оси абециссъ, ко- 
торая пересфчетт кривую къ точкВ Ин овь 2-въ въ точк Р; 
тогда увидимъ, что 

у’> ИР? или у’< МГ”, 
смотря потому точка Ш внф или внутри параболы, Точка М зе- 
житъ на кривой и ея координаты суть: 2 и МР, а потому 
МР*=2рх; слЪдовательно 
у’>2рг ши У’<2рз; 
откуда 
У—2рг>0 или у’—2рх< 0. 


*) Вообще параметрома кривой наз. т постоянныя величины въ ея уравнени, оть 
которыхь зависить очерташе, разиёры и положене лини. Напр. въ уравневи прямой: 
у=а--ь, воанчеетва а и 6 суть параметры прямой. 
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И такъ 
у°—2рх>>0 для точекъ, лежащихь вн параболы; 
у`—2рж=0 для точекъ, лежащихъ на параболь и 
у’—2рж<<0 для точекъ, лежащихь внутри параболы) 
$ 69. Выводъ уравненйя касательной къ парабол%. Дана 
парабола: у’—=2рх и точка (2,,у,) на кривой; требуется вывести 
уравнеше касательной къ параболь, проходящей чрезъ точку 
(2, У:). Имя въ виду опредблене касательной ($ 52), возьмемъ 
на парабол еще точку (25, у»); тогда уравнеше сфкущей, прохо- 
дящей чрезъ точки (2, 9,) и (х,, У»), будеть ($ 30): 
И ев) © 
но точки (2, И) и (2,,у) лежать на параболв, а потому 
ура и у’ = ра; 
откуда 
у’ фу =2р(а— 42) 
ИлВ 
(ии), ) = 2—2); 
раздёливъ 00% части этого равенетва на (у› + 9, )(2.— 2), най- 
демт: 
и. 
0—2 У+У, 
и потому уравнеше (1) приметъ видъ: 
2 
ину). (2) 
Если точку (2,,9.) будемъ приближать къ точкВ (21, 7,), то с$- 
кущая будеть приближаться къ совпаденю съ касательною и на- 
конець, когда точка (2, У») совпадетъ съ точкою (2,,у,), то св- 
вущая сольется съ касательною; положивъ во (2) равенств$ 2, =: 
и у.=9:, найдемъ уравнен!е: 


9 
ии @—2) или у-и= 1 (2—2) (3) 


искомой касательной. Это уравнеше можетъ быть написано н$- 
сколько проще; дфйствительно, уничтоживъ знаменатели въ (3) 
уравненш, найдемъ: 
2 . 
уу —у: =рх—рх, 
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тдв у ’=2рал, а потому 
уу: — 2ра, =ре-—рал; 


у =рх+ ран паи уу =р(-2)). 
$ 70. Уравнене касательной можно также дать въ зависимости 
отъ тангенса угла, составляемаго касательною съ осью абецисеъ. Въ 
самомъ дЪлЬ, изъ уравнешя касательной: уу, =р(х-х,), найдем: 


р ра ) 
еее 4 
Е (4) 


6: р есть тангенеъ угла, составляемаго касательною съ осью абс- 
1 


отсюда 


2 


р ро ра _ 20%, 9 
ссъ. Положивъ: -- =, найдемъ: у, = — и =—— = 
: Е ИД } т У 21 21 


= тогда, подотавивъ эти величины въ (4) уравнеше, по- 


лучимъ уравнене: 


р 
=т2+.—. (5 
у в ) 
касательной къ парабол®. 
$ 71. Означимъ буквою 0 уголь, воставляеный касательною съ 


осью абецисст; тогда изъ уравнешя касательной (4) видимъ, что 


ат. тдв о будетъ положительнымь для верхней части па- 
1 

раболы и отрицательнымъ для нижней; слёдовательно, касательныя, 
проведенныя къ верхней части, составляютъ съ осью абециесъ 
острый уголь, а касательныя, проведенныя къ нижней части кри- 
вой, составляютъ съ осью абециссъ тупой уголь. По мёрё увели“ 
ченя у, т. в. по мёрз удаленя точки касашя отъ вершины па- 
раболы, (ва, а слёдовательно и уголь ©, будуть уменьшаться и 
касательная будеть стремиться стать паралеллельною оси абс- 


циссъ. Въ вершин параболы 9, =0, а потому = = ой 


а—=90°; слфдовательно касательная въ вершин параболы перпен- 
дикулярна къ оси абсцисс и совпадаеть съ осью ординатъ. 

$ 72. Выводъ уравненя нормальной къ параболв. Поло- 
жимъ дана парабола: у°=2рх и точка (2,,9,) на парабол®; тре- 
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буется составить уравнене нормальной къ парабол5 въ точЕ 
(=,у,). Уравнеше касательной параболы въ точк (2 У,) ееть: 


—фи=#,@—=), (6) 
а потому уравнене нормальной, какъ прямой, проходящей чрезъ 
точку (2, 9,), перпендикулярно (6) къ прямой ($ 36), будетъ: 
У— ре, 1). (7) 


$ 73. Уравнеше нормальной къ параболв можно также дать въ 
зависимости отъ тангенса угла, составляемаго нормальною съ осью 
абсциссъ. Изъ уравненя (7) имфемъ: 


Ши т, 
у ре ь ; 
2 
но оу а нотому бони 


Положивъ: — = найдемъ, что у——тр и потому 
у=те— тр —1тзр. 

$ 14. Опредфлен1е длины касательной, нормали, подка- 
вательной и поднормали для. параболы. Дана парабола: 
(Фиг. 48). у—=2рг и на ней точка М(х, ‚ у,). 
Положимъ, что МА есть кава- 
тельная, а ИВ нормальная къ па- 
раболь въ точк® Л; тогда, озна- 
чивъ буквою < уголъ, составляе- 
мый касательною съ осью абс- 
циссъ, найдемь изъ уравнешя: 
/=р(2-+4,) касательной, что 


в Опустивъ изъ точки М 
1 
перпендикуляръ МР на ось абе- 


циссъ, получимъ изъ прямоуголь- 


наго треугольника А/МР, что 


МР. ; и иикаси: 
РЯ ИЛИ би 
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точка (2, 9,) лежать на парабол%, а потому У, "= рт, и 
Т=Зра, :р=2а 
т. в подкасательная параболы равняется удвоенной абс- 


циссь точки касаная. 
Изъ того же самаго треугольника 4./МР, найдемъ, что 


АМ=У ИР АР? или Т-У 9, 45°. 

Разсматривая прямоугольный треугольникъ МРВ, гдЁ уголь 
РИВ равенъ углу <, получимъ: } 

ВР=МР. ва или №=у, ДР 
1 
т. в. поднормаль параболы равна полупараметру. Также 
ВИ=У МР: - ВР? или М=У ур. 

$ 75. Свойство касательной къ парабол&. Касательная 
в5 какой либо точкь параболы составляетз соотвьтствен- 
но равные узлы с прямою, проведенною изг точки касашя, 
параллельно оси параболы, и сз рад усомв векторомз, про- 
веденнымз из5 той же точки. 

Начертимъ параболу и, отнеся ея къ прамоугольной систем 
координатъ, какъ указано въ $ 66, возьмемь на параболь (фиг. 48) 
точку И(х,, у,), чрезъ которую проведемъ касательную М4; также 
точку Мсоединимъ съ Р. Тогда ($ 66) ращусъ векторъ для точки М 


т. в. ИР=а, +5. и АР—=АО-+ ОЕ=з, + Г. потому что длина 


.АР подкасательной равна ($ 74) 22, а 40=АР—ОР=2а, —г, == 
=:; слФдовательно МЕ=.АК, и потому заключаемъ, что въ тре- 
угольшик АМЕ уголь МАЁР=углу АМЕ. Но 2ММК=2 МАЕ, 
а поэтому и 2ММК= С АМЕ. 

$ 76. Поетроен!е касательной и нормальной къ парабол$. 
Построене касательной къ параболв въ данной на ней точкЪ можно 
произвести троякимъ образомъ: 

1) Положимъ дана парабола (фиг. 48) и на ней точка М, Опус. 
тимъ изъ точки М перпендикуляръ МР на ось параболы и отло- 
жимъ часть ОА-=ОР; тогда АР будеть подкасательною къ па- 
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раболв ($ 14) и слёдовательно касательная къ параболв въ точё$ 
М будеть также проходить и черезъ точку 4. Проведя прямую 
черезъ точки 4 и М, получимъ искомую касательную. 


2) Пусть опять дана парабола (фиг. 48) и на ней точка М. 
Зная ($ 75), что ЕА=ЕМ, опишем изъ точки Ё' дугу радусомъ 
ЕМ, которая пересфчеть ось параболы въ точ 4. Соединивъ 
прямою точки 4 и М, получимъ искомую касательную. 


3) Положимъ дана парабола, фокусъ Ё и директрисса АВ; тре. 
Ф(иг. 49). буется провести [касательную чрезъ 
точку М, взятую на параболВ. Точку 
М соединимь прямою съ Ё, а изъ 
точки М опустимъ перпендикуляръ 
ИК на директриссу; соединивъ пря- 
мою точки Ри К и проведя чрезъ 
точку М прямую МЕ, перпендику- 
аярно къ КЕ, получить искомую 
касательную МЁ. Чтобы доказать, 
что МГ есть касательная, надо по- 
казать, что вс точки прямой МХ, за 
исключешемъ М, лежать по одну сто- 
В  рону кривой (вн ея); для этого 
возьмешь какую нибудь точку № на прямой МГ и соединимъ 
ея съ точками Ки ЕЁ; изъ точки-же М опустимъ перпендикуляръ 
№5 на директрисву. Прямоугольные треугольники КМА и ЕМЕ 
равны, потому что имютъ общ катеть МЁ и равныя гипоте- 
нузы: МК и МЕ; изъ равенства же этихъ треугольниковъ слёдуетт, 
что КЕ-ЕЕ. Точно также прямоугольные треугольники МКТ и 
МЕТ, равны, потому что КГ=ЁЕ и МГ есть общая; изъ равен- 
ства же этихъ треугольниковъ выходить, что МК= МР. Изъ чер- 
тежа видимъ, что наклонная МК бодёе перпендикуляра № или 
МЕ> №5 т. е. точка М ближе къ директриссв, нежели къ фокусу, 
а потому лежитъ внф параболы. 


& 77. Для построешя нормальной въ точк® М параболы, про- 
ведемь черезъ точку М касательную, а затФмъ уже черезъ точку 
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И прямую, перпендикулярную къ касательной; тогда эта прямая и 
будетъ искомая нормальная. 

Можно нормальную еще провести иначе, зам®тивъ, что если чрезъ 
точку М (х,,9:) параболы (фиг. 48) проведемъ нормальную, пе- 
ресвкающую ось абециесъ въ точкв В, то 


ЕВ=ЕР-+ РВ (=. р 


рва 


ислЪд. будетъ равнаться ИМ, потому что ($ 66 ЕМ= 5 - 2,; теперь 


для построевя нормальной къ параболВ въ точкф М, опишемъ изъ 
Точки Ё дугу рамусомъ ЕМ, которая пересёчетъ ось параболы въ 
точк® В: прямая ВМ будеть искомая нормаль 

$ 78. Дзаметры параболы. Изь опредблемя Маметра ($ 52) 
слфдуеть, что даметръ сопряженный съ данною прямой есть теометри- 
ческое яфето серединъ хордъ, параддельныхь данной прямой. На основа 
ни этого замфчаня, легко показать, чго дламетръ параболы есть прямая. 

Возьмемъ параболу, которой уравнеше: у’—=2рх и представимь рядъ 
хордъ: напр. СР, С’р’, С”О" ит. д., (Фиг. 50). 
параллельныхь данной прямой, всё эти 
хорды могутъ быть выражены уравненемъ 
У=те--п, гдВ т означаетъ. тангенсъ угла, 
составяяемаго хордою съ положительнымь 
направленемф ‹00и т-въ, и сяфдовательно 
есть величина постоянная для вофхъ хордъ, 
параллельныхь между 6060ю, а п воть 
ордината точки первофчешя прямой съ осью 
у-въ (и лая каждой изъ хордь будеть раз- 
дична; поэтому, чтобы уравнен!е: уе -- п 
представляло воё хорды, параллельныя 
между собою, необходимо, чтобы т было 
цостояннымь, а ® перемфннымъ. 

Возьмемь одну изъ хордъ, напр. СЛ, и пуеть М означаеть вя сере- 
дину; означимъ координаты точки М буквами 2 и у, а координаты т0- 
чекъ пересёчешя хорды СО съ кривой т. е. точекъ Си 0, буквами 
2,9 и 2, У»; тогда ($ 8) 

ть У. (1). 


== ИУ 


— 


10 
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Координаты 2, У, 2; и у, опрелёлить не трудно, заитивши; что’ точкй 
Сир суть точки пересченя прямой: у==тх--%®  6ъ кривою: у°=2рх; 
слбдовательно координаты этихь точекъ дозжны удовлетворять. обоямъ 
уравненямъ, а потому, дяя опредфлешя ихъ, должно рёшить совокупно 
уравненя: 


у=та-т и у?=2рт; 


Найдя х изъ втораго уравнешя и подетавивъ въ первое, получимъ, 
-10сдв преобразован, уравнене: 


которое есть второй степени, а потому имфетъ два корня, изъ ко- 
торыхь одинъ равень у,, а другой у». Такъ какъ для опредвлешя у 
надо знать полусумиу корней этого уравненя, то, зная изъ алгебры, что 
сумма корней квадратнаго уравненя, въ которомь коэффищенть при 
неизвзотномь въ квадрат» есть единица, равна коэффищенту при неиз- 
вфотномъь первой степени съ обратнымъ знакомъ, получимъ: 


ИР 


КД и а р Е 
и потому (1) 
ыы цу : 
и © 


Здвсь р и т суть числа постоянныя, а потому ординаты серединъ 
разсматриваемыхь хордъ имфють одну и туже величину; слёло- 


вательно середины хордъ лежать на прямой, которой уравнен!е у= г, 


параллельной оси абсциесъ. Для каждой системы параллельныхь хордъ т 
есть число возможное и поэтому веякой системв параллельныхь хорлъ 
соотвётствуеть свой даметрь; кромф того видимъ, что вс даметры 
параболы, параллельны ея оби. 
а =20, &=4$* 

Если 7 со, то У—0; это показываетъ, что парабола иметь только 
одну 0оеь. 

‚$ 79. Обратно: всякая прямая, параллельная оси параболы, веть гео- 
метрическое м№сто серединь хордъ, параллельныхь между собою. Въ 


чомь Даб, воли уравнене прямой веть: у=у,, то (2) =. и 
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изи "у, а потому уравнене искомыхъ параядельныхь хордъ будеть 
1 


= Ру+п. 
У 

$ 80. Теорема. Касательная, прогод ящая черезг конецё 0дамет- 
ра, параллельна хордамз, которыя даметре раздъляетз` пополам 
(сопряженнымъ). Если означимъ координаты точки первевченя даметра 
съ кривою буквами т, и 9,, то уравнене даметра будеть у=у,, а 
уравнене хордъ, которыя этоть мМаметрь дфлить пополамъ, будеть 
($ 78): 

р 


у= 2+”; (3) 
У Е 
уравнене же касательной къ параболв въ точкф (2,, У„} есть слдующее: 
УР (+2). 4) 
у 


Такъ какъ угловые коэффищенты въ (3) и (4) уравнешяхь одинаковы, 
то поэтому прямыя, выраженныя этими уравнешями, будуть па- 


раллельны. 
$ 81. Легко найти даметръ параболы, ось и фокусъ параболы, когда 
дана кривая чертежемъ (фиг. 51). Для (Фиг. 51). 


этого надо провести только дв параллель- 
ныя хорды СО и С’Р’; раздфлить каждую 
пополамъ и чрезъ середины провеети пря- 
мую КМ, которая и будеть искомый д1а- 
метръ. 

Котда-же найденъь д!аметръ параболы, 
тогда легко опредзлить и направлен! оси 
параболы. Для этого изъ точки К перес®- 
ченя кривой проведемъ прямую, перпенди- 
кулярно къ КМ, которая пересфчеть па- 
раболу въ точк® 1 прямая, перпендику- 
лярная къ прямой КГи проходящая чрезъ 
точку № середину ея, есть о6ь параболы. Точка О пересёчешя оси съ 
вривою будеть вершиною параболы. 

Если точку К соединимь прямою съ точкою О и изъ точки К про- 
ведемъ прямую, перпендикулярно ОК, до вотрёчи съ осью вь точк® Р, 
то МР равняется параметру параболы. Въ самомъ дВлВ, принявъ ось 

10* 
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параболы за ось абоцисеъ, а прямую, проходящую чрезь вершину па- 
раболы, перленд. къ оси параболы, за ось ординать, найдемь ($ 66), что 
К№— р. ОМ; 
изъ прямоугольнато-же треугольника ОКР имЪемъ: 
К№=0М.МР; 
слёдовательно: ОМ. МР-2р. ОМ иди МР==2р. Зная-же величину пара- 
метра, легко опредфлиль уже мёсто фокуса и директриссы параболы, 
$ 82. Найти уравненёе параболы, козда за ось абсцисс примеме 
(Фиг. 52). даметре параболы, а за.0сь ординатё— 
касательную кз ней, проведенную 85 
точкь пересьченя даметра сб пара- 
болою. 


Пусть у Ох будетъ прямоугольная система 
координать, при которой уравнеше пара- 
болы есть ($ 66): 


4? =8ря. (5) 


‘Примемь даметрь О’Х за ось абециесъ 
новой системы, а касательную О’У въ точ 
0’ за ось ординать и найдемъь уравнеше 
параболы при этой систем.Означимьъ бук- 
ваши № и координаты 0’ начала новой 
системы координатъ относительно прежней, буквою ® уголь УО'Х и 
буквами Х и У координаты точки параболы относительно новой систе- 
мы. Тогда, положивъ въ формулахъ $$ 24 и 28: ®=90°, а=0 и В=®, 
найдемъ формулы для ‘перехода отъ системы 0х къ систем УО’Х;: 
2 =1-+ Х-- Усозо, у=й-- Уз. 
Подставивъ эти величины хи У въ (5) уравнене, найдемъ уравнен!е: 
(&-+- Узто)?= Эр(и-- Х-+ Усов) 
параболы, отнесениой къ новой систем; разекроемъ скобки ВЪ этомъ 
уравнени и похучимъ. 
2+ К Узшо + Узи‘ =2рй-+2рХ-+ роз. (6) 
Точка 0’ лежить на параб0л®, а потому ея координаты удовлетворя- 
ють (5) уравнению т. в. ®=2рй; кромв того ($ 78) 
р _ р 26080 „ 


т 0 о 


*) м веть № угла, составаяемаго касательною съ осью абоциосъ‘и равнаго о’, нотому 
что прямая О’Х паралхельна оби абецисеъ. 
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а потому, подставивъ эти величины въ (6) уравнене, получимь: 


Эр р. Узто-+ УЗитю-2рй-- ЭрХ + 2рУсозо 
или, по сокращени, 

Уз? =2рХ; 
откуда 


их или У2—2р’Х, 


тДЬ о Легко доказать, что р’—=20’Е. Въ самонь дл ($ 66) 
от=5.+00=5+№ 


2 


о, ыы В У И ь 
10 #?—2рь и не а потому ты р. 8—2 01270; слВдова 
тельно 
Я. ба, — В. М2 
С +5 65” й Арте 
®ткуда 
г Ро 
к 28 Р-н 2, 


$ 83. Опредлене площади отрзка параболы. Опрехьлимъ 
площадь отрёзка параболы, ограни- (Фиг. 53). 
ченнаго кривою, осью кривой и пря- 
мою, параллельною директрисев па- 
раболы т. в. площадь отрёзка ОМР. 

Пусть уравнене параболы будетъ: 
у?—=2рт, а 2 и у координаты точ. 
ки М параболы. Изъ точки М 
проведемь прямую, параллельно оси 
параболы, до ветрёчи съ осью орди- 
нать въ точкБ 0; тогда 


площ. ОМР=ООМР—00М; 


сабдовательно, найдя величину площади ООМ, мы опредфлимъ величину 
площади ОМР, потому что площадь ООМР извфотна и равна произве- 
деню 2. 
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Для опредёженя площади ООМ, ‘раздвлимь ОО=у нап равныхъ 
частей и означимъ частное у:ю буквою №; изъ точекъ двлешя 0’, 0", 
О'"' и т. д. проведемъь прямыя, параллельно оси абециссъ, до вотрёчи 
съ кривою въ точкахъ М’, М” /М"”,..; чрезъ точки М’, М”, М"”... проведемъ 
прямыя, параллельно оси ординатъ, до встрчи съ ближайшими прямыми; 
акимь образомъ получимь рядъ прямоугольниковъ: МО”, И" О'",...., 
твписанныхь въ 0трёзкв ООМ, и рядъ прямоугольниковъ: О'М№, О" №" 
0'"№"'...., описанныхь около отр8зка ОМО. Высотою каждаго изъ этихъ 
прямоугольниковъ будеть й, а основашями будуть абоциссы точекь М", 
М”, М"... Означимъ абецисвы  точекъ М’, М”, М’”,.... буквами 
2,2, 2.,.. и п„_; ординаты же отихъь точекъ будуть: 1, 21, 
ЗЛ.... и (п 1)№. Точки М’, М”, М”... лежать на кривой, а потому ихъ 
координаты уловлетворяють уравненшю кривой т. е. если вмЪето фи у 
въ уравнени кривой: у?—=2рх, поставимъ послёдовательно координаты 
точекъ М’, М”... то получимь тождества: #=2рж,, (21)°=2рх,, 
(31)?=2рж,,... (Пре, и У= (ий) рт; 


откуда 


—_ № 2212 3242 (п— 121? ы 712}? 
Е =’ т, Эр › #,= Ч = 5 о 

Слвдов. сумма площадей вписанныхь  прямоугольниковъ: Ио" 
М"О’",... равна 
Ще еб, 

р ро № °” 2 — 

р3 
мы 3°+...+@—1)?]; 
п(п—1)(2п—1) „ 
РН и ), а потому, означивъ 
<умму площадей прямоугольниковъ: М’'О”, М”О"",.... буквою 5, по- 
аучимъ: 

(п 1) (2—1) __#®.(1—%) п(2— =) __й3пз 1 1 

12р 12р =») ® ). 


А-а-а... 


но 12-232... + (а—1) = 


у 
Мы положили, что т слвдовательно у=яй, а потому 


= ( 1 1 
8-Пр 1-2). 


Е 


*) бм. $ 380 начальной алгебры, сост. мною. 
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Сунма-же площадей описанныхь прямоугольниковъ: 0'№, 0"М№",..- 
: 58 248 378 
5’ --аой-наай-+. .. НЙ а. = р На -= 
—1)203 п2й3, 
Е (и— 1) + 


3 
ор И" 593+ 32+...--(п— Г) 7], 


но 1222-32... ме ЕР и потому 


‚_блии-- 1) 2п--1) _ №.) . т») _ 
Ея 12р 12р 


__ #33 1 й 1 |= у 1 у: 1 ) 
(+ _ п ты п в т” 
Изъ чертежа видимъ, что 
5< площ. 00М< 5’, 


тдв, при неопредфленномь увеличении п, разность между би 5’ будетъ пос- 


тоянно уменьшаться и при п=® равна нулю, потому что ВЪ 
з 


этомь случав 5 и 5’ одфлаются равными 65 поэтому площадь ООМ 
есть предёлъ дя Зи 5’ и будеть равна какой либо изъ нихь при 
Поо т, 6. 
у’ у’.у _2рт.у 2у. 
э 


площ. ООМ= Вр бр бут =3 


Площадь-же ОМР=ООМР-ООМ=зу 


0 траэктор!и, описываемой центромъ тяжести 
тьла, брошеннаго въ безвоздушномъ про- 
странств$. 


$ 84. Выводъ уравнен!я тразктор!и. Положимь, что изъ 
точки А (фиг. 54) брошено твло по направленю АВ съ началь- 
ною скоростью ©. Если бы на тЬло не хБйствовала сила тя- 
жести, то тВло двигалось бы равномёрно по направлению 
АВ и, по прошеслыи & секундъ, центрь тяжести тёла нахо- 
дился бы въ точкё С, пройдя пространство АС=её. но, вел 
стве дьйстыя силы тяжести, центръ тяжести тФла будетъ ниже 
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9 

2 
кулярно къ горизонтальной плоскости, проходящей чрезъ точку 4); 
(Фиг. 54). 


точки С на СО=“-- (замфтимъ, что направлеше СЛ перпенди- 


ь в 


А Е к“ 


слвдовательно, отъ дйстыя силы тяжести, центръ тяжести тЪла 
будетъ двигаться не по прямой АВ, а по н®которой лиши АРК, 
кот. требуется найти уравнене. 

Примемь точку А за начало координать, а прямую, полученную 
въ пересфчеши горизонтальной плоскости, проходящею чрезъ точку 
А, съ вертикальною плоскостью, проходящей чрезь прямую АВ, 
за ось абсциееъ; перпендикуляръ-же, возставленный изъ точки А 
къ горизонтальной плоскости, примемъ за ось ординатъ. Возьмемъ 
на траэктори какую нибудь точку О и означимъ координаты ея 
буквами д и у, а уголь ВАх (уголь возвышеня) означимъ бук- 
вою $; продолживъ прамую СД до вотрфчи съ осью абецисеъ, 
найдемьъ, что | 

у=РЕ-=СЕ—СЛ и х=АЕ; 
изъ прамоугольнаго-же треугольника САЕ имфемъ: 
АЕ=АС. с0зф = ю0зф, СЕ= АСзтф=ов 1; 
слёдовательно — Е 
евр И 2=01003ф. 


Здвеь # воть чиело произвольное, а Потому исключимь его; Для 


этото опредзлимь изъ втораго уравненя # 
Ня 


оф 
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и подетавимь въ первое; тогда найдем: 
3 
ф 02 92 
зтф-— —_ ИЛИ =. ВФ 
за 257608°ф т” йе 
уравневе искомой траэкторт. 
Въ этомъ уравнеши х и у суть кординаты какой либо точки, 
ввятой на траэктори, —начальная скорость, ф-— уголь возвыше- 
ыя и 9— ускореше силы тяжести *). 


2 


9 оовф р 


$ 85. Опредфлен!е наибольшаго и наименьшаго значеня 
хиу въ уравнен!и траэктор1и. Изъ уравненя траэктор!и опред* - 
Лимъ 2; для этого уничтожимъь знаменатели въ (1) уравнения я 
получимъ: 

25°9603°ф= 25725914608 — 927; 
перенесемъь вс члены въ первую часть и раздфлимь 06% части 
уравнен!я на 0: 
25°3114605 20°508° 
2 608 8 
9 9 


откуда 
3: ТЕТ 2 2 2 
2—7 91190089 +И от -о ф 20605 Фу. (2) 
9 9 9 
Такъ какъ траэкторя расположена вверхъ относительно горй- 
зонта, то ординаты будутъ положительные и наименьшее значене 
для 9 будетъ нуль; въ этомъ случав, подкоренное количество бу- 
деть имзть наибольшее значене, потому что вычитаемов, будучи 
числомъ положительнымъ, равно нулю; слдовательно, если передь 
Корнель возьмем знакъ +.то получимъ наибольшее значене т, а 
66ли передъ корнемъ возьмемь знайъ —, то получимь наименьшее 
значен!е 2. И такъ, наибольшее значене х будет при У=0 и 
равно 
$’ 4608ф ь о’ 9рсояф _ 297 псозф ЗП ф 
9 9 в 


О 


*) 7 прибзизительно равно 33,2 фута въ 1 секунду. 
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а наименьшее значене х будетъ также. при у=0 и равно 
67314605 ф _ 0310 ф ре 
9 9 
Отсюда выходитъ. что наибольшее и наименьшее значеше х соотвЪфт- 


ствують тВмъ точкамъ, гдз траэктомя пересВкаеть ось’ абсцисс 
т. е. точкамь А и К; при чемъ АК будетъ выражать наибольшее зна- 


т 
чеше х. По формул зы И 


опредфляютъ дальность полета 


брошеннаго тфла. 

Величина для а при данномъ значени © будетъ тогда очевидна. 
наибольшая, когда зш?ф будеть наибольшимъ; наибольшее же зна- 
чеше зтЭф воть 1 т. в. когда уголь 2ф=90° или ф=45°. бт- 
сюда выходить, что при данной начальной скорости дальность по- 
лета будеть наибольшею при угл возвышеня въ 45°. 

Йодставивши въ формулВ для дальности вмфсто ф уголь 90°—ф, 
найдемъ: у 

5?512(90° —ф)_2731(180°—24) _в'зшзФ. 
9 Я 9 оби" 
откуда видимъ, что при данной начальной скорости двумъ угламъ: 
фи 90°— соотв тетвуеть одна и таже дальность полета 

Въ выражены (2) для 2 подъ корнемь находится разность, гдё 
вычитаемое есть число перемфнное, потому что въ него входить у, 
а уменьшаемое постоянное. Чтобы корень быль вещественнымъ, 
необходимо у давать только так!я значеня, при которыхъ подкоренная 
величина была бы числомъ положительнымъ или нуль; сл$довательно 
у невозможно увеличивать далфе того значеня, при которомъ под- 
коренная величина есть нуль, а потому наибольшее значеше для У 
опредфлитея изъ условмя, при которомъ подкоренное количество: 


©‘? ро8?ф 207008 ф 
р у 


откуда 
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Соотвфтетвующее-же значеше 2, при этомъ значени у, будетъ: 
__ 0914608 
9 
Сравнивъ эту величину х съ величиною АК, найдемъ, что она 
составляеть половину АК и потому, если желаемъ опредв лить точку 
траэктор!и, для кот. ордин. есть наибольшая, то должны раздВлить 
(Фиг. 55). 


у г 


© 


АК пополамъ и изъ полученной точки Г возставить перпендику- 
ляръ къ оси абециесъ, который пересфчеть траэкторю въ точк® 
М; точка М и будеть высшею точкою траэктори. По формуль 


ош 
= ^ опредвляютъ высоту полета брошеннаго тфла, 


$ 86. Приведенйе уравнен1я треэктор1и въ виду: /`=2рг. 
Отнесемь траэкторю къ новой систем координатъ, оси которой 
соотвфтетвенно параллельны осямъ прежней системы; для этого 
надо въ уравнени траэктори (1) поставить ($ 20) а--Х вибето 
хиб-+У выфото у, тд а и 6 суть координаты начала новой 
системы, относительно прежней, а Хи У суть координаты точки 
тразктори относительно новой системы. Сдёлавши въ (1) уравне- 
не, подстановку на самомъ дфлЪ, найдемъ: 


$ 
БУ (а+Хыо_9(@+Х) 
ыы В 207603 ф 
или, разскрывъ скобки, 
Ь-- У=аеф-+ ХФ 28 вой и 


(3) 


Зо 660’ ф 2060 ф” 
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Здвеь а Ш суть количества пройзвольныя, а потему поло- 


ЖИМЪ, ЧТО 
з 


ван... ии 6) 
тт В м (5); 
тогда (3) уравнеше, по сокращенш, приметь видъ: 

узы в (6) 


25608" ф' 
Чтобы убфдиться въ возможноети (4) и (5) условй, найдемъ 
величины @ и 6; для этого изъ (5) уравнешя опредёлимъ а: 
м оз’ ф 0°с0°ф ПФ — 2814608 
9 9 0059 9 
и, подетавивъ величину а въ (4) уравнеше, получимъ: 
‚5—2 81960=ф иф__9 631’ 96097ф 
з 9 ` созф 2007 ф” 9 
или, по сокращен, 
БРИФ от 29 ф 
9 29 29 
Изъ полученныхь выражешй для @ и 6 видимъ, что онф воз- 
можны; слдовательно (4) и (5) равенства также возможны. 
Сравнивая величины а и В съ координатами точки И (черт. 55), 
замфчаемъ, что точка М есть начала новой системы координатъ и 
если чрезъ точку М проведемъ прямую, параллельно оси абециссъ, 
то получимъ новую ось абециееъ, а если продолжимъ прямую М, 
то получимь новую оеь ординатъ. При систеяв У ОХ уравнеше 
‘траэктори будетъ (6): 


Не 
о фо 
Вели теперь примемь положительную часть оси абсциесь ‘за по- 

пожительную часть оси ординат, а отрицательную часть пей орди- 
натъ за положительную часть оси абецисеъ, то расположеше сис- 
темы относительно траэктори будеть такое, какъ указано на фиг. 
56; въ этомь случав въ (6) уравненш надо будетъь Х зап вить 
У, а У замфиить —Х; получимъ: 


м 


= 5000 ф 
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(Фиг. 56). 


: 5 
откуда 
уз— 20. 609'ф х 
9 
2'603°ф 
ИЛИ, ПОлОЖИВЪ —==р, найдемъ: 
У—=2рХ; 


слфдовательно траэкторя есть ‘парабола. Такъ какъ парабола сим- 
иетрична относительно оси абсцисеъ, тоопоэтому масть кривой 4 
равняется части МИ т. е. восходящая ‘вфтвь траэктори равна нис- 
ходящей вЪтви. 


ЗАДАЧИ. 


1. Даны точки: (—1, 4), (3, 3), , —, (5 =), {—1, —2), 
(5, 2) и парабода, которой уравнеше у?=3=. Указать, которыя ‘изъ 
этихъ точекъ лежать на параболь, вн параболы и внутри параболы. 

2. Опредфлить параметрь параболы, которой уравнене 2у?—32==0. 

3: Найти точки пересфченя параболы: 22°= съ пряною 22-+у--4==0. 

4. Найти точки ‘перес5чешя параболы: у*=3 съ прямою: 2 -+Зу=0. 

5. Найти точки пересфчешя параболы 49° +2=0 съ прямою: 2--8=0. 

6. Найти точки на ‘параболь, имзющия равныя координаты. 

7. Опредвлить геометрическое значене ‘уравнешя: 25?— у==0. 
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8. Построить кривую: = +39=0. 

- 9. Найти уравнене прямой, проходящей чрезъ точки О и К (фит. 47). 
<10. Найти уравнене окружности, проходящей чрезъ точки: 0, Ки Г 
(фиг. 47). 

11. Найти уравнене касательной къ параболв, проходящей‘ чрезъ точку 
К (фиг. 47) и опредвлить уголь, образуемый этою касательною съ осью 
абециееъ. 

12. Найти уравнене касательной къ парабол%, проходящей чрезъ точку 
Т (фиг. 47) и опредёлить уголъ, составляемый этою касательною съ осью 
абециесъ, 

13. Найти уравнене нормальной, проходящей чрезъ точку К (фиг. 47). 

14. Опредфлить длины: касательной, нормали, подкасательной и под- 
нормали для точки К параболы (фиг. 47). 

15. ОпредВлить уголь между касательною, проведенною въ точк® К 
(фиг. 47) параболы и прямою ОК. 

16. Найти такую точку на параболь, въ которой касательная накло- 
нена къ оси абоциссъ подъ угломъ въ 30°. 

17. Найти такую точку на парабол, чрезъь которую вели проведемъ 
нормальную, то она составляла бы съ осью абециееъ уголь въ 60°. 

18. Найти тая точки на параболь, если чрезъ которыя проведемъ 
касательныя, то разстояне оть каждой изъ нихъ до точки пересфченя 
директриссы съ осью параболы было бы равно четверти параметра. 

19. Найти на парабол6 у?’=2рх такую точку, что если чрезъ нея 
проведемъ касательную, то длина касательной была бы равна 4. 

20. Написать уравнеше параболы въ обыкновенномь видф, когда 
извфетно, что поднормаль въ одной изъ ея точекъ равна `7. 

21. Написать уравнен!е параболы въ обыкновенномь видЪ, когда 
извфетно, что парабола проходить чрезъ точку (3, 5). 

_22. Изъ точки, взятой вн параболы, провести касательную къ па- 
раболь. 

23. Провести касательную къ параболв, параллельно или перпенди- 
кулярно данной прямой. 

24. Провести касательную къ параболь подъ даннымъ угломъ къ дан- 
ной прямой. 

25. Найти уравнеше касательной къ парабод 2°=у,` проведенной 
чрезъ точку кривой, когда абсцисса этой точки равна 3. 
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26. Найти. уравнене нормальной къ параболв 2?-—2у, проведенной 
черезъ точку (—4,8) кривой. - 

27. Найти уравнен!е касательной къ параболЪ: у?=4х, проведенной 
изъ точки (—3,2). 

28. Найти уравнен!е нормальной, проведенной изъ точки (57,0) къ 
параболв: у*=3х. 

29. Найти уравнен!е касательной къ парабол: 2у°=<, проведенной 
параллельно прямой: х-+2у=1. 

30. Найти уравнене касательной къ парабол: у?=35, проведенной 
перпендикулярно прямой: у=2:. 

31. Найти уравнене касательной къ параболь: у°—2рж, проведенной 
перпендикулярно прямой: х=а. й 

32. Найти уравнене касательной къ парабол: у?=42, проведенной 
подъ угломь въ 60° къ прямой: у=еуЗ + 1. 

33. Найти уравнене нормальной къ параболб: 22°==у, проведенной 
параллельно прямой: 2+ 4у=3. 

34. Найти уравнене нормальной къ параболв: ыы Зу=0, проведен- 
ной перпендикулярно прямой: 22 +3у=6. 

35. Найти уравнен!е касательной къ параболь: 42? +-у=0, проведен- 
ной перпендикулярно прямой: 2+ 16у=0. 

36. Написать уравнен!е касательной и нормальной для параболы, когда 
директрисса принята за ось ординатъ, а ось параболы за ось абециссъ. 

37. Найти уравнене касательной къ параболв, когда начало коорди- 
натъ перенесемь въ фокусъ параболы, оставивъ тоже направлене осей. 

38. Написать уравнеше параболы въ обыкновенномъь видЪ, когда 
извЪфетно, что она касается прямой: 2=8(/—1). 

39. Построить параболу, когда дань фокусъ и дв® точки параболы. 

0. Построить параболу, когда дана директриеса и дв точки параболы. 

41. Построить параболу, когда данъ фокусъ, точка и касательная къ 
параболь. 

42. Построить параболу, когда дана директрисса, точка и касательная 
къ парабол. 

43. Построить параболу, когда данъ фокусь, касательная и на ней 
точка касаня. 

44. Построить параболу, когда дана директрисса, касательная и на 
ней точка касания. 

45. Построить параболу, когда дань фокусъ и двЪ касательныхъ. 
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46. Найти длину хорды пересфченя параболы съ окружностью, *о- 
торой центръ. находится въ вершин параболы и даметръ равень 2 па- 


раметра. 
47,_МР есть ордината точки М параболы; чрезъ середину МР про- 


ведемъ прямую, параллельно оси параболы, которая пересечеть кривую 
въ точкв 0; прямая РО переефчеть въ точк® К касательную, прове- 
денную чрезъ ‘вершину О параболы. Доказать, что ОК:=5МР, 

48. Длина перпендикуляра, опущеннаго изъ фокуса параболы на каса» 
тельную къ ней, веть средняя пропорцюнальная величина между рад!- 
усомъ-векторомъ точки касаня и четвертью цараметра. 

49. Если прямая, проходящая чрезь какую нибудь точку М парабоям, 
параллельно оси, пересфкаетъ въ точкь К директриссу и въ тонкё Н 
хорду, проведенную ‘чрезъ фокусъ, параллельно касательной въ точкВ 
параболы М, то МК=МН. 

‚50. Пусть РО воть хорда параболы и РА касательная къ парабод®. 
Проведемь прямую, параллельно оси, которая пересфчеть касательную 
въ точкв Т, кривую въ Е и хорлу въ Е. Цоказать, что 

ТЕ: ЕЕ=РЕ: ЕО. 

51. Квадраты перпендикуляровъ, опущенныхь изъ фокуса парабоды на 
дв Касательныя, пропорщюнальны радгусамъ-векторамь тонекъ касании. 

58. Есаи ММ и М’М суть двЪ касательныя въ парабол®, проведен- 
ныя изъ точки М, взятой вы параболы, гдё Ми М’осуть точки каса- 
вя, то длина прямой ЕМ есть средняя пропорщональная величина между 
радусаци-векторами: МР и М’К. 

53. Если ММи ММ’ суть дв касательныя, проведенныя къ парзболв 
изъ точки М, взятой вн параболы, гдё Ми М’ суть точки касашя, то 
прямая, проведенная чрезъ точку №, параллельно оси, проходить чрезъ 
середину хорды ИМ’. 

54. Касательная въ какой нибудь точкь параболы пересфкаеть ди- 
ректриссу и прямую, проходящую чрезъ фокусъ, перпендикулярно къ оси, 
въ точкахьъ, равноотетоящихь отъ фокуса. 

55. Если ордината какой нибудь точки М параболы проходить чрезь 
середийу поднормали, соотвЪтетвующей точки М’, то ордината точки М 
равна нормали, сотвётетвующей точки М”. 

56. Если чрезъ точку К, взятую на касательной къ параболв, про- 
Бедемь еще касательную КМ къ кривой, то уголь, составленный каса- 
тельною КМ съ прямою, совдиняющею ‘фокусъ съ точкою К, евть вели- 
чина постоянная. 
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57. Если чрезъ точку А, взятую на оси параболы, проведемъ хорду, 
то разстояше отъ вершины параболы до точки А есть средняя пропорцо- 
нальная величина между абециесами концовъ этой хорды. 

} 58. МЕМ всть хорда параболы, ‘проведенная чрезъ фокусъ Ё парабо- 

/ лы; чрезъ вершину О параболы проведемъ прямыя: ОМ и ОМ, которыя 
пересВкутъ прямую, проходящую чрезъ фокусъ, перпендикулярно къ оси, 
въ точкахь Ри 0; показать что разстояня отъ этихъ точекъ до фокуса 
сотвЪтетвенно равны ординатамь точекъ М и М, 

59. Чрезъ вершину О параболы проведемъ двф взаимно-перпендику- 
лярныя прямыя, которыя перес®куть кривую въ точкахь Ми М’; по- 
казать, что параметръ параболы есть средняя пропорщональная величина 
между абециссами точекь Ми М’. 

й .60. Въ точкВ (2,, у,) параболы, которой уравнене: у?=2р, про- 
ведена нормальная; опредфлить координаты другой точки пересёченя 
этой нормальной еъ параболою и длину хорды, ‘считая по нормали. 

_61. Чрезъ вершину параболы проведемъ двф взаимно-перпендикулярныя 
прямыя, которыя перес$кутъ кривую въ двухъ точкахъ. Соединивъ точки 
пересфчен!я прямою, получимъ треугольникъ, площадь котораго нужно 
опредЪлить. 

62. Въ парабодь проведены два взаимно-периендикулярные радусы- 
векторы г и х,. Доказать, что 

(г— р)", = рег, —1?р?. 

63. Чрезь вершину нараболы проведемь двф взаимно-перпендикуляр- 

ные хорды, которыхъ длины означимъ буквами Ё и. Доказать, что 


(“= 41+ В ) 7 


64. Если прямая: у=и(х—а) пересфкаеть параболу, которой урав- 
нен!е: У’—4ахж, въ точкахь: (2,, У.) и (2. у»), то 


. 4а 44 р 
а, 24-5 тама, = и у у=—4а*. 
65. Пусть ИМ(х,, у.) означаеть точку на параболв, которой уравнене: 


у?—=2ра. Найти уравнен!е окружности, описанной на МИ, какъ д1аметрв. 
66. Показать, что окружноеть, описанная на радгусв-вектор® пара- 
болы, касается касательной, проведенной чрезь вершину параболы. 
67. Найти уравнеше окружности, описанной на хорд, проходящей 
чрезь фокусъ параболы, какъ д1аметрь. 
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вв. Показать, что окружность, описанная на хордё параболы, прохо- 
дящей чрезъ. фокусъ, какъ ламетр», касается директриссы. 

69. Написать уравнёше параболы, когда ось параболы примемъ за 
овь ординатъ, а прямую, проходящую чрезъ вершину параболы, перпен- 
дикулярно къ оси, за ось абоцисеъ. 

70. Возьмемь прямоугольную систему координатъ. Написать уравне- 
н1е параболы, вершина которой находится въ началЪ координать, а фо- 
кусъ лежить на отрицательной части оси ординать на разстояни а отъ 
начала координатъ. 

У. Написать уравнене параболы, когда ось параболы примемъ за 
ось абециссъ, а прямую, проходящую чрезъ фокусь параболы, перпен- 
дикулярно къ оси параболы, за ось ординатъ, 

72. Найти точку пересёченя двухъ параболь, имбющихь одну вер- 
шину и одинаковые нараметры и фокусы которыхъ расположены у одной 
на положительной части оси абециесъ, а у другой на положительной 
части оси ординатъ. С 

73. Найти уравнене параболы, когда за оси координать примемъ ка- 
сательныя, проведенныя чрезь точки Ки Г (фиг. 47). 

74. Найти уравнене параболы, когда за ось абоциесь примемъ нор- 
маль параболы, проходящую чрезъ точку К (фиг. 47), аза ось ординать 
касательную, проведенную чрезъ туже точку. 

75. Хорда параболы, которой уравнене: у°=2рх, есть касательная къ 
параболв, которой уравнение: у?=4р(2—с). Показать, что прямая 2—.с 


дВлить пополамъ эту хорду. 
76. Изъ точки, взятой внЪ ны можно провести только двЪ 


касательныхь къ этой кривой. / 

_17. Чрезъ точку, взятую и на Кривой, нельзя провести къ парабол% 
боаже. трехъ нормальныхъ. 

78. Въ параболь, которой уравнене: у?=2рх, сумма ординать трехъ 
точекъ кривой, въ которыхъ пересфкаютьъ нормали, проведенныя изъ точки, 
взятой вн параболы, равна нулю. Показать также, что окружность, 
прохолящая чрезъ эти три точки, проходить чрезь вершияу нарабожы. 

19. Изъ точки ‘(®, ), взятой внё параболы, проведены двф касатель- 
ныя кь парабол®. Опредёлить длину хорды, соединяющей точки касания. 7 й 
/80. Изъ точки (№, №), взятой вн параболы, проведены дв касатель-_ 
йыя къ параболв. Опредфлить разстояне оть точки (й, #) до прямой, 
проходящей чрезъ точки васашя. 
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81. Изъ точки (№ №), взятой внф параболы, проведены къ ней двЪ 
касательныя. Опредфлить площадь треугольника, ограниченнаго касатель- 
ными и хордою, проходящею чрезь точки касания. 

82. Пусть 0 и 60’ углы наклоненя касательныхь къ оси абсциесъ, 
проведенныхъ изъ точки (#, №), взятой внЪ а. Показать что, 


ож 8 
20-0 и 206’ =й. 


83. Показать, что уравнешя двухъ касательныхь къ парабол, про- 
веденныхь изъ точки (й, №), могутъ быть > И 


Му—Ю’—Ку—)(#—1)+2- 5 (@—1)'=0 


или 
(&*—2р1)(у’—2ра)=[у—р(е-+ 1). 

84. Чрезъ точку М, взятую -йа параболв, которой уравнене: у?=2 рт, 
проведемъ нормальную, которая пересвчеть кривую еще въ точк® 0. 
Означимъ буквою г радусъ-векторъ, проведенный въ точку Ми буквою 
а— разетояе отъь фокуса до касательной; проведенной чрезъ точку же 

За 
М. Показать, что и0=5 
2"—р. 
( (857 Показать, что уравнешя прямыхъ, проходящихъ чрезъ начало ко- 
ординать и точки касаня касательныхь, проведенныхь изъ точки (1, №), 
могуть быть выражены уравнен!емъ: 
Ву—=2(Ку— ра). 

86. Опредфлить точки пересфчения двухъ равныхъ параболъ, имфю- 
щихъ тоть же фокусъ, тотъ-же параметръ и оси которыхъ перпендикулярны; 
а также опредЪлить и разстоян!е между этими точками. 

81. Опредфлить площадь отрёзка параболы, которой уравнение: 
2у°=52, ограниченнаго этою параболою и прямою: 2==4. 

38. Опредёлить площадь отрёзка параболы, которой уравнение: 
2у°—32=—=0, ограниченнаго этою нараболою и прямыми: 2=$ и 2=6. 


5 
89. Опредфлить площадь отрфзка параболы, ограниченнаго прямою: 


22--3у=0 и параболою: у*’—х. 

. Опредвлить площадь отр%зка нараболы, которой уравненйе: 2 =, 
ограниченнаго прямою: у—2--1=0 и этою параболою. 
_Э1. Опредфлить площадь, ограниченную параболою, которой уравненге: 
У?=2рх, осью параболы и касательною, проведенную чрезъ точку (т, п) 
параболы. 
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`Э8 Опредьлить площадь отрёзка параболы, которой уравнение: у?=25, 
ограниченнаго: этою параболою и прямыми: &=4,5 и у=2. 

98. Опредвлить площадь, ограниченную двумя дугами равныхь пара- 
боль; имбющихъ общий фокусъ и оси которыхъ перпендикулярны. 

. Опредёлить дальность полета‘и высоту полета брошеннаго тёла 
въ безвоздушномь пространств, вели начальная скорость ©=1100 фут. 
и уголь возвышеня ф=10°17’. 

. Подъ какимъ угдомъ надо бросить тВло въ безвоздушномь про- 
странств, чгобы траэктор!я, описанная центромъ тяжести тфла, прошла 
бы чрезъ точку (%, К), если извфотна начальная скорость о. 

ЭВ. Рьшить предъидущую задачу, если #=400 саж., Е—7 саж. и 
©—=1000 фут. 

2/97. Опредфлить геометрическое мёото центровъ круговъ, касающихся 
данной прямой и проходящихь чрезъ данную точку. 

98. Опредёлить геометрическое мото точекъ, ‘равноотстоящихь оть 
данной прямой и данной окружности. 

99. Дана прямая АВ и точка О внЪ ея. Возьмемъ на АВ какую 
нибудь точку С и совдинимъ ея съ точкою 0; изъ точки О возставимъ 
перпендикулярь къ ОС до пересфченшя въ точк% М съ перпендикуляромъ, 
возставленнымь изъ точки С къ прямой АВ. Опредфлить геометрическое 
мфето точекь М. 

100. Опредфлить геометрическое исто центровъ круговъ, вписанныхь 
въ круговой секторъ АОВ, въ которомъ радусъ ОА неподвиженъ, а 
радусъ ОВ двигается. 

101. Опредвлить геометрическое мфсто такихь точекъ, сумма или 
разность разстояюй оть которыхь до данной точки и данной прямой есть 
величина постоянная. 

102. Возьмемь окружность, центръ которой О, и проведемь д1аметръ 
АОВ. Чрезъ какую нибудь точку Р окружности проведемь хорду РО. 
параллельно даметру, и раздёлимъ ея пополамь въ точкЪ В. Опредёлить 
теометрическое ивото точки М, полученной отъ пересвченя прямыхъ 
АВ в ОР. 

103. Возьмемъ прямоугольную систему’ координать и на оеи орди- 
нать точку А, на разотояни а оть начала координать; чрезъ точку А 
проведемъ прямую АВ, параллельно оси абсциссъь и на АВ возьмемь 
какую нибудь точку С. Сбоединивъ прямою точки Ош С, возьмемъ на 
прямой ОС такую точку М, чтобы ея ордината равнялась бы АС. Опре- 


двлить геометрическое мото точек М. 


Отд. У. АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. 165 


104. Чрезъ какую нибуль точку А параболы проведемь прямую АВ, 
параллельно оси параболы, а чрезъ фокуеъ-—хорду, параллельную каса- 
тельной, проведенной въ точк А параболы. Опредфлить геометрическое 
исто точекъ М пересвченя хорды съ пряною АВ. 

105. Опредвлить геометрическое мфото основан! перпендикуляровъ, 
опущенныхь изъ фокуса параболы на касательныя къ ней. 

106. Опредвлить геометрическое мфсто перпенликуляровъ, опущенныхь 
изъ фокуса параболы на нормальныя къ ней. 

107. Дана парабола, которой уравнене: у?=2рх. Возьмемъ на пара- 
бод какую нибудь точку М и изъ вершины О параболы опустимъ пер- 
пендикуляръ на касательную, проведенную чрезъ точку М. ОпредЪлить 
геометрическое мЪето точки пересбченя перпендикуляра и прямой, про- 
ходящей чрезъ точку М, параллельно оси параболы. 

108. Дана парабола, которой уравнене: у’=2рх. Возьмемъ какую 
нибудь точку М на параболв и изъ вершины параболы опустимъ пер- 
пендикуляръ на касательную, проведенную чрезъ точку М. Опредёлить 
геометрическое мзето точки пересфченя перпендикуляра и прямой, про- 
ходящей чрезъ точку М, параллельно оси ординатъ. 

109 Въ параболв, которой уравнение: у’—=2рх, проведена система 
параллельныхь хордъ. Опредфлить геометрическое мфсто точекъ, раздВ- 
ляющихь хорды на такя дв части, произведене которыхъ есть вели- 
чина постоянная. 

110. Въ треугольникв АВС произведене А на &1В равно 2 и сто 
рона АВ неподвижна. Опредёлить геометрическое мЪото точки С. 

111. 0сноване и площадь треугольника даны. Опредёлить геометри- | 
ческое м$ето точекъь пересфченя высоть этихь треугольниковъ. | 

112. ДвЪ параболы имфють общую ось и фокусъ; касательная, про- | 
веденная къ одной изъ нихь, пересЪкаеть подъ прямымъ угломъ каса- 
тельную, проведенную къ другой парабол5. Опредфлить геометрическое ' 
мфето точекъ пересвченя. 

113. Двв касательныя проведены къ параболЪ такъ, что сумма угловъ, 
составаяемыхь ими съ осью абециесъ, есть ведичина постоянная. Опре- 
дЪлить геометрическое мЪсто точекъ пересфчен!я касательныхъ. 

114. Дана парабола, которой уравнене: у’=2рх. Двф касательныя, 
проведенныя чрезъ такя точки кривой, которыхь абециссы въ отношения 
1:я, пересЪкаются въ точкё М. ОпредЪлить геометрическое мфето 
точекъ М. й ‹й 


отдалъЪ шестой. 


ЭЛЛИПСЪ, 


Опредьлеше и черчеше эллииса. Фокусы и радусы-векторы эллипса. Выводь уравненя 
эллипса, Изслёдован!е эллипса по его уравнению. Оси, вершины, центрь, параметрь и 
эксцентрицитеть элдииса. Выводь уравненя касательной и нормальной къ залипсу. Свой- 
ства касасательной и нормальной къ эллипсу. Опредфлене длины касательной, подкасатель- 
ной, нормали и поднормали въ эллипсу. Построеше касательной и нормальной къ эхлипеу- 
Д!аметры эдаипеа. Сопряженные даметры эллипса. Вывохь уравнешя эллицса, отнесеннаго 
къ своимь сопряженнымь даметрамъ. Дополнительныя хорды. Директриесвы элдииса. Выводь 
отношеня между соотв тетвующими ординатами точекъ эллипса и окружности, описанной 
на большой оси эллипса, хакь мамотрв. Опредёденще площади эллипса. Задачи. 


$ 87. Опредфлен!е эллипса. Фокусы и рад1усы-векторы 
эллипса. Эллипсомд наз. такое зеометрическое мъсто точек, 
сумма разстоян бт Которых до двух5 данных точекв есть 
величина постоянная. Данныя точки наз. фокусами эллипса, а 
разетояше отъ фокуса до какой либо точки эллипса наз. рад%у- 
сом5-векторомз эллипса. 

$ 88. Черчен!е эллипса. На ‘основани опредфлешя эллипса 
его можно начертить двоякимъ образомъ: по точкамъ и непрерыв- 
нымъ движенемъ. : 

1) Черчеще эллипса по точкам. Положимъ даны дв точки 
Ги Е’ (фокусы) и длина КЕ, (Фиг. 57) 
опредфляющая сумму разстояшй 
каждой точки эллипса до фоку- 
совъ. Очевидно длина КЁ должна 
быть боле разстоянйя между точ- 
ками Ри Ё’, потому что допус- 
тивъ, что точка М есть одна изъ 
точекъ искомаго геометрическаго 
мЪета и соединивъ ея съ точками м 
Ги, найдемъ: 


МЕ+ МЕ'`>ЕЕ' или КТ>ЕЕ. 
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На прямой КГ возьмемь какую нибудь точку Ри изъ точни 
Е опишемь дугу радусомь КР, а изъ точки Ё’— рамусомь СР; 
тогда точки М и М’, полученныя въ пересфчени этихъ дугъ, бу- 
дуть искомыя, потому что 


ИР- МЕ = КР-+ [Р=КЕ и МЕ+И'Е’=КР-+ЕР= КГ. 


Точно также, описавъ изъ точки Ё дугу ращусомь ГР, а изъ 
точки Ё’ дугу рамусомъ КР, получимъ въ пересфчени дугъ дв 
точки Ми № эллинса. 

Если возьмемъ на прамой КГ еще точку Р’и поступимъ также, 
какъ и въ предъидущемъ случаЪ, то получимъ еще четыре точки 
ит. д. Найдя указаннымъ способомъ рядъ точекъ, по возможности 
близкихъ другф къ другу, соединимъ ихъ непрерывною чертою и 
получимъ приблизительное очертав!е эллипса. 

2) Черчеше эллипса непрерывным двиэкещемг. Положимъ 
даны фокусы Ки Е’ (фиг. 57) и КЁ сумма разстоянй каждой 
точки эллипса до фокусовъ; тогда, взявши нить длиною, равною 
КТ, укрёпамъ ея концы въ точкахьъ Ри Ё’; затЪиъ натянемъ 
нить карандашемъ и будемъ его двигать въ одну сторону такъ,’ 
чтобы карандашъ прикасался къ бумаг, а нить была постоянно 
натянута. Въ такомъ случаз карандашъ начертить линшю, которая 
приблизительно и будетъ эллипсъ. 

$ 89. Выводъ уравнен1я эллипса. Начертимъ эллипеъ и отне- 
семъ его къ прямоугольной систем координатъ; при чемъ за ось абе- 
цисеъ возьмемъ прямую, проходя- (Фиг. 58). 
щую черезъ Ри Ё” фокусы эллипса, 
а за ось ординатъ прямую, прохо- 
дящую черезъ середину разстояя 
между фокусами, перпендикулярно 
къ оси т-въ. Означимь 2с раз- 
стояше между данными точками Ё 
иЁ’и 2а— сумму разстоян какой 
либо точки эллипса до этихъ то- 
чекъ, Возьмемъ какую нибудь точ- 
ку М на эллипсв и означимъ ея координаты бузвами х и У; точку 
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М соединимъ съ точками Ри Ё' и изъ точки М опустимъ пер- 
пендикуляръ МР на овь абсцисеъ; тогда ИР=у, ОР=х, РЕ= 
—=ОЕ—=ОР=е—х. РР =ОЕ' + ОР=е- <. Согласно опредвле- 
нию эллипса ($ 87), найдемъ: Ч 
МЕ' + МЕ=За 
или, означивъ для сокращешя МЁ’и МЕ черезъ г, и г, 
и -г=2а. (1) 
Йзъ прямоугольныхь треугольниковъ МЁ’Р и МЕР найдемъ, 
что 
МЕ? —=МР*-+ РЕ и МЕ*=МР? + РЕ*, 
гдв замфнивъ эти лии ихъ величинами, получимъ: 
г =У + (+=) (2) иг=у-+(е-2)* (3) 
вычтя (3) равенство изъ (2), найдемъ: 
п —= (с+=)'—(с—2)?* или т°—" = 4х. (4) 
Изъ (1) и (4) уравней опредфлимъ величины г и Г, вЪ зави- 
симости отъ 2 и для этого раздфлимъ почленно (4) равенство на 
(1); получим: 


2 
п—==е (5) 


и тогда, сложивъ почленно (1) и (5) равенства. найдемъ: 
2сх сх 
а" пли м =@+,, (6) 


а вычтя почленно (5) равенство изъ (1),— 
с. са 
Е или г=а——. (7) 
а а 
Чтобы получить уравнеше эллипса, возьмемъ одно изъ уравне- 
ый: (2) или (3), напр. (2), и вмфето г, поставимъ его величину 
(6); найдем: 
ст 2 р 
(а) =? + (с+2) 


или, разекрывъ скобки, 
2 2 


бо 
@ + Зее ==" +2 +2с2+ а”. 
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Сокративъ въ обоихъ частяхь по 2с2 и перенеся неизвзетные 
члены въ одну часть, а извфетные въ другую,-- 
або или а (а*— с) =а(а—с°). (8) 

Такъ какъ МЁЕ-+ МЕ’_>ЕЁ', или 2а>3е или ас, то по- 
этому разность а’—с° есть число положительное, которое предпо- 
ложимъ равнымъ 6? т. е. 

а? с*=5% (9) 
эту величину 6 можно опредфлить также чертежемь (фиг. 58), опи- 
савъ изъ точки ЁР дугу радусомъ, равнымъ а, которая перес®- 
четъ ось У-въ въ точ В; тогда ОВ-==Ь. Замнивъ въ (8) урав- 
неши а°—с° его величиною; получимъ уравнене: 

22? + 62° = 76° (10) 
эллипса, гдз 2 и У означаютъ координаты произвольной точки 
эллипса. 1 

Уравнене эллипса пишутъь еще въ другомъ видё, раздВливши 
06% части (10) уравнешя на а”6°; найдемъ: 


Если положимь въ (10) уравнени а=6, то уравнене обра- 

ТИТСя ВЪ 
ау? + ат —а?а? или 2+ у’=а’, 

которое очевидно принадлежить окружности ($ 53), имфющей центръ 
въ началв координатъь и радусъ а. ь 

$ 90. Изелдован:е эллипса по его уравненю. Оси, вер- 
шины, центръ, эксцентрицитетъ и параметръ эллипеа. Изъ 
уравненя эллипса: 

92+ 62° = 076? 


опредёлимъ у по 2; получимъ: 
ие 
а 


Чтобы у было возможно, необходимо х давать такя значен!я при 
которыхъ подкоренное количество было бы положительнымъ или же 
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равнымъ нулю; сл®довательно 2 можно давать только значеня между 
+аи —а, потому что при другихъ значеняхъ 9 будетъ мнимымъ; 

(Фиг. 59). отеюда видимъ, что эллипеъ не 
имфетъ точекъ. отетоящихъ отъ 
оси у-въ далве а— другими оло- 
вами, если отложимъь по оби 
т-въ отъ точки Овправо О.4==4 
и влфво ОА’ —=а и черезъ точки 
А и А’ проведемъ ирямыя, па- 
раллельно оси у-вЪ, то эллипеъ 
заключается между этими двумя 
прямыми. Изм ная непрерывно 
въ промежуткВ оть +а до —а, у будетъь имфть конечныя значеня 
и будеть измфняться также непрерывно отъ 0 до 0, потому что при 
т=-а или х=р— а, у будетъ равняться нулю; это показываетъ, 
что эллипеъ есть кривая сомкнутая. Такъ какъ въ выражене для у 
при корнё два знака ==, то выходить, что каждому значению абс- 
циссы, взятому между +а и — а, отв®чаютъ дв оркинаты, рав- 
ныя по величинв, но по положению обратныя; откуда слёдуетъ, что 
эллипеъ расположенъ симметрично относительно оси абецисеъ, а 
потому ось абециссъ есть ось эллипеа. 

Изъ выраженя для у видимъ, что перемфняя х на —х, вели- 
чина у не м8няетея, а это показываетъ, что двумъ равнымъ, но 
противоположнымъ абециссамъ, соотвфтетвуютъ двф равныя орди- 
наты т. е. эллипсъ расположенъ также симметрично и относительно 
оси у-въ, а потому ось ординатъ есть также ось эддипса. 

При х=0, разность подъ корнемъ будеть имфть наибольшее 
значен!е, а слЪдовательно и величина У будетъ также наибольшею в 


в 
авною = — Иа? = - В; это показываеть, что эллипеъ не им$- 
а ) ) 


етъ точекъ, отетоящихь отъ оси абещисеь далфе 6, а потому, если 
отложимъ по оси У-въ части ОВ=ОВ’=Ь п черезъ точки В и 
В’ проведемъ прямыя, параллельно оси абсцисеъ, то эллипеъ за- 
ключается между этими двумя прямыми. Сифдовательно эллипеъ ле- 
жить внутри прямоугольника, образуемаго прямыми, проведенными 
черезъ точки 4, 4’, В и В’ параллельно осямъ эллипса. 
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Точки А, А’, Ви В' наз. вершинами эллипса, а части АА’ 
—=2а и ВВ'=6 осей симметри, ограниченныхь вершинами, наз. 
осями эллипса. При этомъ, изъ равенства: а’—с*=6° слфдуетъ; 
что а>Ь, а потому ось 2а наз. большою 06ью, а 26 —малою 
овью эллипса. Кром того помощио этого равенства легко опредё- 
лить мфета фокусовъ, когда даны оси 24а и 26 эллипса, гл 
3а>2; для этого, взавши дв перпендикулярныя прямыя, перес%- 
кающ/яся въ точкв 0 (фиг. 59), отложимъ на одной изъ нихъ 
часть ОВ=Ь и изъ точки В опишемъ дугу рашусомъ @, которая 
пересёчеть другую прямую въ точкахь Ри №; точки Ё и Е бу- 
дуть искомыя, потому что ОР*=ОЕ"*=а*—6° и слёдовательно 
ОЕ=ОЕР’=е, а ЕР’ =2с. 

Отношен!е разстояня между фокусами къ большой оси эллипса 
наз. эксцентрииитетомз эллипса и означается буквою ©; по- 


2е 6 
=^ Е] 
этому е=0, Ми =, и 


| ииия : 
91. Если положим ф=е, то У== — И @—с*; но @—с* 
) а 5 


ь ь 
=5°, а потому у= == а ее слфдовательно, проведя чрезъ 
точку Ё (фиг. 59) прямую, перпенд. къ оси абецисеъ, до пересвченя 
6? | 
съ эллипсомь въ точкахъ Ки Г, найдемъ, что ИЁ= и ЕЕ= ет 


2 
а потому кА”. Длина хорды КГ, наз. параметром5 эллипса и 


2 
и означается 2р; сльдовательно _=р или (25)°=2а.2рт. ев. 


квадратг, построенный на малой оси эллипса, равномтрен 
прямоузольнику, основаше и высота которало равны соот- 
вптственно большой оси и параметру эллитса. 

$ 92. Въ уравнеше эллипса входять только квадраты перем н- 
ныхъ, а потому видимъ, что ели уравнению эллипса удовлетворя- 
ютъ величины (фиг. 59) г=О0Р и у=МР, то ему удовлетворя- 
ютъ также величины: «=—-ОР' =—0ОР и у=—М'Р'=— МР; 
слвдовательно треугольникь ОМ’Р” равенъ треугольнику ОМР и 
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‘потому ДМ'ОР'=2МОР и ОМ=ОМ; это же показываетъ, 
что лия МОМ’ есть прямая и что она дфлится пополамъ въ точ- 
8 О. А такъ какъ точка М выбрана произвольно, то поэтому 
выходить, что и хорда ЛМ’ проведена также произвольно т. е. 
что вов хорды въ эллипев, проведенныя черезъ точку О, будутъ 
въ ней длиться пополамъ, а потому О точка пересфчешя осей 
эллипса есть его центръ. 


1. 93. Для всякой точки эллипса ($ 89) нифемъ: 
а += а’ или а ба — а =0; 

для точекъ же. взятыхъ вн эллипса, это равенство не будетъ 
существовать, и именно, для веякой точки (2,у) вн эллипса: 
ау? + 92°—а?6?>>0, а для точки внутри эллипса: а°у° + 6°2* + 
—а'5°< 0. Въ самомъ дл возьмемъ какую нибудь точку О (2, У) 
не на кривой (фиг. 59); черезь точку ГД проведемъ прямую, па- 
раллельно оси ординатъ, которая пересфчеть кривую въ точк® М, 
а 06ь абециесъ въ точкЪ Р; тогда увидимъ, что 

ОР? МР" пли ОР?< ИР, 
смотря потому точка Ю внф эллипса или внутри его; но, по за- 


даню ОР=у, а МР, какъ квадратъ ординаты точки эллипса, 
2 


равняется ($ 90): г (а`— 2*), и потому предъидущя неравенства 


` 


примутъ видъ: 
90° ад 
у > (@ 2?) или же у < @ м 


упростивъ эти неравенства, найдемъ: 
ау? ?г?— а76?>>0 пли а?у? + 6х? —а76°< 0, 
смотря потому точка (2,У) вн эллипса или внутри эллипса. ) 
$ 94. Оканчивая статью объ изелфдовани эллипса, покажемъ, 
чго параболу можно разематривать также какъ эллипеъ, у кото- 
раго другая вершина ваходится на безконечномь разстояви отъ 
первой. Въ самомъ дёлВ, найдемъ сперва уравнеше эллипса, когда 


начало координатъ перенесемъ въ 24’ вершину эллипса (фиг. 59), 
лежащую на отрицательной части оси абециссъ, оставивъ тоже на- 
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правлен!е осей координатъ; для этого надо ($ 20) въ уравненш 
эллипса поставить 2—@а вмфето хи У вместо у; найдемъ: 


ау? 6°(х—а)*=а?6? или у*== и } 
р? 
в р ($ 91), а потому 


2 2 
арг. или у—2ре— РР : 


а 


Если станемъ а увеличивать, не измёняя положешя точекь 4 
и Е’, тор будетъ уменьшаться, и наконець, когда @ сдёлается 
равнымь со, то р будеть равняться 2.4’Е” или 2Ё, если плину 
А’Е’ означимъ буквою Ё. Дъйствительно 


ОА'—ОЕ'=Ё или а-с=й; откуда с=а— 


2 8? в т ПХ 2 
рые _ ас а (а—№)? За к р 
а а а а а 


В 1? 
съ увеличенемъ @ дробь гы будеть уменьшаться и при @= 


равна нулю; въ этомъ случа р будетъ равно 2й. 
2 
Поэтому, положивъ 4=о0 въ уравнении : /°=2ра Е, найдемъ: 
у'=2рх; что и треб. доказать. 
$ 95. Выводъ уравненйя касательной къ эллипсу. Поло- 
жим данъ эллиисъ: 
ау? 60° = а?6? (1) 
и точка (2, у.) на эллипев; требуетея составить уравнен!е каса- 
тельной къ эллипсу въ данной на немъ точк® (х,, У, ). Основываясь 
на опредфлени касательной ($ 52), возьмемъ на эллипс произ- 
вольную точку (2, У»); тогда уравнен!е скущей, проходящей чрезъ 
точки (2. у) и (2, у), будетъ ($ 30): 
2—9 
у— и (2) 


Ре 
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Точки (2, у) и (=, 9.) лежать на эллипс, а потому коорди’ 
наты ихъ удовлетворяютъ уравненйо (1) эллипса т. е. 
а, 2 67, *— а? и ау, Вт = аб, 
вычтя почленно одно равенство изъ другаго, найдемъ: 
а*(у*— 91") +5*(т.'—2”)=0 пли 
а*(у, +9, (4—9) +(2, +=! )(—2)=0; 
откуда, перенеся второе произведеше въ другую часть и раздёливъ 
объ части равенства на а?(у› +7, )(2,—2,), получимъ: 
у—9 _ Р@-з) 


2—2  @у+у) ) 

Эту величину дроби поставим во (2) равенство и найдемъ 
уравнене офкущей: 

о) (г) (3) 
а’(у» у!) 

Если точку (2, у.) станемъ приближать къ точкф (2, 9,), то 
сБкущая будетъ прибляжаться къ касательной, и наконець, когда 
точка (2,, У») совпадеть съ точкою (21,7,) т. в. когда 2.=2, и 
у,=\, то сфкущая обратится въ касательную, проходящую чрезъ 
точку (2,,9:), а уравнеше (3) приметъ видъ: 
26°, 
Зач, 


уи—=— 


(«—2.) ви У—У, ие). (4) 


У — а 


Это и есть уравнеше касательной къ эллипеу. Его можно пред- 
ставить въ кругомъ видф, уничтоживъ знаменатели и перенеся из- 
вфетные члены въ одну часть, а неизвфстныя въ другую часть; 
получимъ: 

а?уу, + аа, = ау? Рг:* 
или 
а?уу, + В’та, =а’ 0. (5) 

& 96. Уравнен!е касательной можно также дать въ зависимости 
отъ тангенса угла, составляемаго касательною съ осью абециссъ. 
Для этого изъ оуравнешя касательной: 


ау + та, = а? 
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опредфлимъ У: 


6, 5? 
Е 
ау У 
а 5? 
положивь —— “=, найдемъ: у=та-+— . (6) 
ау, Ед 
Б’а аа ра 100 
Йзъ равенствъ же: —с т. = и 49, += а?6? имфемъ: 
1 
В? 


== ь 
# И ат?” 
подставивъ эту величину У ВЪ (6) уравнеше, получимъ: 
у=те-=У ат? Ра 


$ 97. Выводъ уравнен!я нормальной къ эллипеу. Данъ 
эллипеъ: а?у?- 5°2°—=а75° и на немъ точка (2., 9}; требуется 


‘вывести уравневе нормальной къ эллипсу, проходящей чрезъ данную 


точку. Уравнен!е касательной къ эллипсу въ точкв (2, у, ) есть:- 

6х, 
ау 
а такъь какъ нормальная, проходя черезъ точку (21,9,) должна 
быть перпендикулярна къ касательной, то ($ 36) ея уравнение 


будетъ: 


у—и=—— (2-2); 


а? 
у—9 = (2--т), (1) 


т сиу означаютъ координаты произвольной точки нормальной. 
$ 98. Свойства касательной и нормальной къ эллипоу. 

Нормальная в5 какой либо точки эллитса длит попо- 

ламз ул, составленный ра- = (Фиг. 60). 

д%усами векторами, проведен- 

ными из этой точки. 


Возьмемъ эллипеъ и на немъ 
точку М, /:), чрезъ которую 
проведешь касательную и нормаль- 
ную. Уравнене нормальной есть: 


а? 
уфи- 2-2) 
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тдв, для получешя длины ОС, положимь у=0; тогда 
и г 
ы ри Л 


откуда 


2 ст. 
_ в(а + са) 2 с (+ ] ) ь 
а а 


у 
ЕС=е+ Об=е+ а, 
а 


С. с(а— са.) _ с ел \. 
Еб=е—ОС=е ну с 1 =5 (в -); 


сх сх е 
но по. ($ 89)”, =а-+ — и = и ‚ а, потому Е'С= ом 
в 


РС к РО ИР 


ЕС; откуда = ИЛИ РС-МЕ Эта же пропорщя по-, 


ЕС 
казываеть, что ЛИС есть равнодвлящая угла Е’ИЕт. в. 4 МС= 
= ЕМС. 

Такъ какъ углы ММС и КМС равны, какъ прамые, а углы 
ЕМС и ЕМС равны по доказанному, то слёдовательно 

ДММЕ=КМЕ 
т. в. касательная составляетг равные умлы с5 рабусами 
векторами, проведенными вв точку касаня- 

& 99. Построенйе касательной и нормальной къ эллипеу. 
Положимь данъ эллипеъ и на немъ точка М (фиг. 60); тогда, сое- 
динивъ точку М съ фокусами, раздёлимь пополамъ уголь ЁМЁ“; 
эта равнодфлящая и будеть нормальною. Если же проведемъ чрезъ 

(Фи. 61). . точку М прамую, перпендикулярно 
въ нормальной, то получимъ каса- 
тельную М№К къ эллипсу. : 

Можно касательную провести 
еще’ такъ. Положимъ чрезъ точку 
И надо провести касательную къ 
эплипсу; тогда, соединивъ прямою 
точку Е’ съ М, отложимъ на про- 
должени Ё’М часть МК=МЕ и 
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точку К соединймъ съ Ё, а изъ точки М опустимъ перпендику- 
ляръ МГ на ЕК; прямая МГ, будеть искомая касательная. (Въ, 
самомъ дЪлЁ, возьмемъ на касательной какую нибудь точку № и,. 
соединимъ. ея съ точками Ё’, Ри К; тогда очевидно, что’ 
МК=МЕ и МЕ'+-МК>ЕК пли МЕ + МЕРЕ" К: ню РК 
равна суммф радусовъ векторовъ т, е. 2а, а потому МЕ" + М> 3а; 
слфдовательно точка М находится внз эллипса. Тоже самое будетъ 
и для пругихъ точекъ прямой МГ, за исключешемъ точки М. / 

$ 100. Опредфлен1е длины касательной, нормальной, под- 
касательной и поднормали эллипса. Побмн, данъ эллипсъ: 


9? 6°°— а? 
и точка (2), у, ) кавашя (фиг. 62). Черезъ точку № проведемь каса- 
тельную ИТ и нормальную М5; (Фиг. 62). 
изъ точки № опустимъ перпенди- . 
куляръ МР на ось 2-въ. Урав- 
нене касательной МР будетъ 
ау, — 6х, =а7*. 


2 
или а На 8 
ау 9, 
от, 6 
и елБдовательно ан но В=180°—, а потому В = 
1 


==. Изъ прямоугольнаго же треугольника РИТ найдемъ: 
У 


Хх 7. а? 
ау, Ва 


т или Ть=У, : 


изъ уравненя-же эллипса имфемъ: 


’ 


ау, *-- 69°," 4°6° или ау" (а*— 7) 
и потому 
т @ ‚8 а — а? 
6х, а 
т. в, длина подкасательной не зависить оть длины полуоси 6 и 


потому не измёняетея отъ перемфны 6; слдовательно, если на 
12 
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АА’ (фиг. 62) опишемь НФеколько эллипсовъ и изъ точки Р, 
взятой на АА’, возставимъ перпендикуляръ къ оси, которой пе- 
ресфчеть дуги эллипсовъ въ точкахъ М, №,... и чрезъ точки 
М, М,... проведемъ касательныя къ эллипсамъ, то вс касатель- 
ныя ветрётятся въ точк® Т, лежащей на главной оси. 

Изъ этого свойства вытекаетъ очень простой способъ для про- 
ведешя касательной чрезъ данную точку на эллишев. Въ самомъ 
дьль, положимъ, что чрезъ точку М (фиг. 62) надо провести ка- 
сательную къ эллипеу; тогда на оси А.А’ опишемъ окружность и 
изъ точки М опустимь перпендикуляръ МР ва АА’, который пе- 
ресфзеть окружность въ точкё № чрезъ точку М проведемъ ка- 
сательную къ кругу, которая пересфчеть ось абсциссь въ точи® 
Т. соединивъ прямою точки Ти М, получимъ искомую касательную. 

Изъ прямоугольнаго-же треугольника РИТ (фиг. 62) имфемъ: 
МТ=У ИР*-+ РТ’ ви т-И ий и. ЕЕ м . 

а ЕН 

Уголь ЗМР=8, а потому изъ прямоугольнаго треугольника 

$МР имфемъ: 


т Вт 
5Р=ИР.&В или Му луг и 
ИЕН 2 УЕ 4.2 
5И = У ИР:--5Р* ИЛИ ми 9? мые — Е - ГЕ 
а И 


& 101. Д1аметры эллипеа. Изьъ опредфлешя даметра ($ 52) 
сяфдуеть, что даметръ воть геометрическое мото серединъ _параллель- 
, Фыт. 68) ныхъ хордъ; на основании этого опре- 

7 дфленя, легко показать, что дла- 

9 метръ есть прямая, проходящая чрезъ 

центръ оллипеа. Возьмемъ эллипеъ, 
котораго уравнеше ($ 89) ееть 
42? 622? = а?5? и предотавимъ себ 
ЕЛ параллельныхь хордъ: СЛ, 
с'р’, ("'Т",..; ве эти хорды мо- 

т тутъ быть выражены однимъ урав- 
ненемъ: у= их + п, гд т означаеть 
тангенсь угла, составляемаго какою 
либо изъ хордъ съ осью абециесъ и 
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дя вевхъ хордь есть число постоянное, потому что вв хорды парал- 
лельны межлу собою, а п означаеть ординату точки поресёченя прямой 
съ осью ординать и веть очевидно величина перемфнная; слдовательно, 
чтобы уравнене: у=те-® предетавляло ве хорды, параллельныя 
между собою, необходимо въ немъ предположить 2 поетояннымъ, а п 
перем ннымъ. 

Возьмемъ одну изъ хордъ, напр. СЛ, и пусть точка М есть ея сере- 
дина; означимъ координаты точки М буквами © и У, а координаты то- 
чекъ пересфченя хорды СР съ эллипоомъ т. е. точекъ С и) буквами 


2,9: и 2, %; тогда ($ 8): 


21 + 25 —_Я-%. 
Е - (1) 


Точки С и Д суть точки пересвченя прямой: у—та--и съ кривою: 
ау? 6?2—а% а потому, для опредфленя координатъ точекъ С иД, 
надо решить эти уравненя. Для этого подставимъ величину У изъ пер- 
ваго уравненя во второе и получимъ: 

а?(та-+ п)? - 6? 2—а76? 
или 
(62-Е ат?) 2? + 2а?тпд-+ а*(п*— 5?) =0; 
откуда, раздфливъ вов члены на 6*-- ат”, найдемъ: 
2а?ть а?(п— 5?) 
фр а?т? $2 ат? = 

Изь этого уравненя можно опредфлить 2, и 2, абециссы точекъ пе- 
ресфчения; но намъ, для опредфленя абсциссы точки М, надо знать не 
самыя величины 2; и 2., а ихъ полусумму, а потому опредфлимъ изъ 
полученнаго квадратнаго уравнен!я величину 2; +2; найдемъ: 


=?-+ 


2а’тп 
аа ЕТО 
откуда (1) 
а?ть 
7 уо' ©) 


Точка М лежить на прямой СО, а потому координаты этой точки 
должны удовчетворять уравненю у=т-; подотавивши въ это урав- 
нен!е абециссу (2) точки М, найдемъ ординату точки И: 

ат? пе в | 
62 а?т? = Бат? 


У— 
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Чтобы изъ полученныхь (2) и (3) уравненй составить уравнене 
теометричеснаго м®ета серединъ параллельныхь хордь, исключимь изъ 
нихъ произвольное количество ю и для этого раздёлимъ почленно (3) 
уравнене на (2); найдемъ: 

2 2 
= к ИЛИ т. К (4) 

Равсматривая это уравнен!е видимъ, что оно первой степени относи- 
тельно хи уи не содержить извфотнаго члена; сл6довательно искомое 
теометрическое м%ото т. в. Даметрь есть прямая, проходящая чрезъ 


центръ эллипса. И такъ, для хордъ, которыхь уравнение: узи - и, 
ИЯ 6? 
уравнеше д1аметра будеть: УГ. 


$ 102. Если означимъ буквою а уголь, составляемый этою хордою 
съ осью абецисеъ, то ($ 25) 
а=т; 
а воли означимъ буквою &’ уголь, составляемый осью абоцисеь съ 00- 
отв тотвующимъ этой хорд даметромь, то (4) 


, 6 
и = а 
откуда 
| м 
ра. ва’ =— к! 


Изъ этого отношеня видимъ, что для всякаго значея а можно опре- 
двлить значене @’и обратно; слдовательнб всякая система парал- 
дельных5 20рд5 имьетб свой Оаметрё и обратно. 

$ 103. Когда эллицеъ дань чертежемь, то легко опредфхить центръ 
эллипса и положен!е его осей. 

Чтобы построить какой нибудь д!аметръ, проведемь дв параллель- 

(Фиг. 64). ныя хорды СЛ и С’О’ и раздфлимъ ихь 
пополамь; хорда УК, проходящая чрезъ 
середины хордъь СР и С'О’, есть да- 
метръ; середина О Шаметра М№К есть 
центръь эллипса. Теперь изъ точки О 
опишемь окружность радтусомъ, рав- 
нымъ полудаметру ОМ, которая перес*- 
четъ эллипсъ въ точкахъ: №, №, КиК’; 
вели черезь точку О проведемъ прямую 
АА’, перпендикулярно въ хордь ММ, 
то получишь одну 06ь, а если чрезъ 


Отд. УГ. 


точку 0, проведемь прямую ВВ’, перпендикулярно къ хордё МК’, то 
получимъ другую ось эллипса, 


$ 104. Сопряженные д1аметры. Теорема, Если дёаметре дт- 
лит пополам хорды, параллельныя друюму даметру, то этотб 
второй Фаметре такэюе дълитё пополамб хорды, параллельныя пер- 
вому Фаметфру. 

Пусть а означаеть уголъ, составляемый первымъ даметромъ съ осью 
абсциееъ, а’— уголь, составаяе- (Фиг. 65). 
мый 0сью абециссь съ одного 
изъ параллельныхь хордъ, кото- 
рыя дваить пополамъ первый д!а- 
метрь, и В — уголь, соотавляемый 
вторымь даметромь съ осью 
абоцисоъ. Тогда ($ 102) 

2 
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, ь 
Бара АЕ 


хорлы, параллельныя первому д1з- 
метру, составляють съ осью абе- 
циссъ также уголь @, а потому 


$? 
ав =— т; 


откуда › . 
ваша’ ав или 68 = а” 
и слёдовательно 8—4’; это же показываетъ, что хорды, которыя дВлить 
пополамъ первый д!аметръ, будуть параллельны второму д!аметру. Таще 
Шаметры какъ СР и С’О’ называются сопряженными. 

Каждому данному даметру соотвфтствуеть свой сопряженный, и если 
означимъь буквою а уголь, составляемый однимъ даметромъ съ осью 
абециссъ, .а буквою а’ уголь, составляемый сопряженнымъ д1аметромъ 


к р 6? 
съ осью-же абециссъ, то вара =— 3 } Откуда | а. Если 
а=0, то ва=0, а ва’ —=Ь— о; слфдовательно а’ —=90° т, в. получимъ 


тлавные паметры или оси эллипса. 
$ 105. Теорема. Касательная кд эллипсу, проведенная кб кончу 
одною изб сопряженных даметровв, параллельна друзому. 
Положимъ, что касательная Проведена чрезь точву (2. у.) (фиг. 
65) конець даметра СД и составляеть съ осью абоциоеь уголъ 7. 
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Положимь также, что даметрь СО составяяеть съ осью абециссъ уголь 
а, а маметрь С’О’ уголь В; тогда ($ 104) 
2 


6 
а —=— . 
Уравнене прямой СО, проходящей чрезъ начало координать и точку 
2, 
касаншя (2, , У), есть: у—= Иа; сад. вай. Также ($ эн ее у 
а т: ау 


а потому 
2 


ь 
вашу =— я 


Сравнивъ это равенство съ предъидущимъ, видимъ, что 68=№ и 
слёдовательно /=В т. в. касательная, составляеть съ осью абсциссъ 
такой же уголь, какой составляеть дгаметръ СО’ съ осью же абсциссъ, 
а потому касательная въ точ С эллипса параллельна ламетру с'р’. 

$ 106. Выводъ уравненя эллипса, отнесеннаго къ его 
вопряженнымъ д1аметрамъ. Примемъ направлене даметра ОС 
(фиг. 65) за ось абсциесъ, а направлеше даметра ОС’ за ось орди- 
патъ; означииь уголь СО буквою @, а уголь С’Ох буквою а’. Также 
означимъ координаты какой нибудь точки эллипеа относительно прежней 
системы буквами 2 и у, а координаты той же точки относительно но- 
вой системы буквами Хи У; тогда ($ 23). 

2— Хвога-+ Усока’ и у= Ха -- Уз”. 
Поставивъ эти величины г и у въ уравнен!е эллипса: 
ау? 625°—а76?, 


найдемъ: 
(а?зша + 6260?) Х? + (азш?а! + 62с05?а")У?-- 2 (ата зто’ + 
++ 6260 а воза" )ХУ=а?6°. (1) 
Д'аметры СО и С’О’ сопряженные, а потому ($ 104) 
и. или и = Ги 
а 6059 с05а а 
или 


а?зтазша' - 626054605’ =0; (2) 
сафдовательно коэффищенть при ХУ въ (1) уравнени равенъ нулю, а 
потому уравнене (1) приметь видъ: . 
(а? ш?а-+ 626029) Х?- (аш? а" -- 6?вов? а")? = 476"; (3) 


это и есть уравнен!е эллипса, отнесеннаго къ сопряженнымъ дамет- 
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рамъ. Означимъ длины даметровь СД и С’Б’ соотввтотвенно 2 и 26’; 
тогда, положивъ въ (3) уравнени Х=0, найдемъ: | 


аа ОС'= (4) 
7 аззша + 62605” — ы 
а положимъ У=0, найдемъ: 
272 
а%6 
2—=—— = 0С*=а"?. 5 
а? т?о, — 660824 6) 
Изъ этихъ равенствъ имфемъ; 
х 2,2 212 
: а% $ а76 
а?зт?а' + 6?с03?а'=-——- и ап? 62609°А= 9, 
; $’? а 2 


а потому, замёнивъ въ (3) уравиени коэффищенты при Х? и У? ихь 
величинами, найдемъ уравненуе: 
2,32 222 
а75?Х? ау 
—_+— в =4%? или а’ 6’ Ха’ 2". 
а Г 
Отсюда вилимъ, что уравнен!е эллипса, когда за оси координать взя- 
ты направлешя сопряженныхь маметровъ, будеть такого же вида, какъ 
имЪли въ $ 89, когда за оси координать взяты направхеншя  глав- 
ныхь даметровъ. 
$ 107. Изъ равенствъ (4) и (5) имфемъ: 
474 
а’ — Ре н : (6) 
(аш а- 6?03?а)) (а?за?а” - 6*603*0/') 


Знаменатель дроби означимъ буквою к; тогда 
к— (аз? а + 62003?) (а “а Е 6605" )= 
== а’зш?ази? а" + а26°(310?а' 60829. 605?4'5Ш20) + 2*605?4608?'; придавъ и 
отнявъ отъ этого выражешя по За?ь?зтазша с030008@’, получимъ: . 
к=(а‘зт?азта?а' -- 2а%35тазша/ созасоза" + 6005? а05°4")-+ 
+ а?5 (12а с03?а — Эзтазта' с0596089' + воза’ за") = 
= (а?зшазша' + 6200596054")? а?6 (ша ' 6039—6084” 810); 
но (2) а?зтазша, - 5200806054’ =0 и за, 6039 —соза'зта =зщ(' —@), 
а потому 
к—а76?щ*(9' — а). 
Сльдовательно (6) 


о и, 
аш? (а’—а) зш(а’—а)’ 
откуда 
а, аб рис й о 
а’ = ии а" --а) =а6. 
зш(' — 9) } 


‹ 
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Здвеь &’—а воть уголь СОС’ (фиг. 65), а потому а’Ь’зща’— а) 
есть площадь параллелограмма СОС'М№, построеннаго на сопряженныхь 
полудаметрахъ; произведеше же @ф есть площадь прямоугольника, по- 
стровннаго на полуосяхь, а потому выходить, что въ эллипев влощадь 
параллелорамма, построеннаю па сопряженных дфаметрахв, рав- 
на площади прямоуольника, построеннаю на осях элитса. 

$ 108. Замвнивъ въ равенствахъ (4) и (5) синувы и косинусы по 
тантенсу, найдемъ: 

т. 2 
а—@ 62(1- 5?) ‚а (1-67). 
о - аа ’ о а?" › 

р 

ава 


__ ава ь*, 


но изъ равенства (2) в’=— а 


и потому 6"? 


откуда 
2261 -+ ю?а) аа 5* 
0-44, о аа — 
226 -- аб Ата 6* (а? 5?) (6?- ава) _ 
62 - аа ее аа ях 


а?’ = 


а? 6? 


т. е. сумма квадратовб сопряженных полудваметров5 равна сул- 
мь квадратов полуосей эллитеа. 
Изъ найденныхь трехь уравненй: 


2 
маша =, а’’зщ(а’' —а)= аб и а’? В’ — а? 6?, 


въ которыхъ входить шесть различныхь величинъ: а, 6, а’, 6’, ана, 
можно опредфлить три изъ нихъ, когда даны три остальныя. 


$ 109. Дополнительныя хорды. Дополнительными тордами 
(Фиг. 66). наз. дв хорды, соединяющя какую 
нибудь точку эллипса, съ концами д1а- 
метра; напр. если ММУ есть даметръ 
эллипса и точка М на кривой, то МУ 
и М№ суть дополнительныя хорды. 
$ 110. Теорема. Два даметра, 
параллельные двумб дополнительным 
тордамз, суть сопряженные. 


Возьмень двз дополнительныя хорды ММ и ММ№' (фиг. 66); чрезъ 
центрь О эжлипеа проведемь маметры С’Д’ и СР, имъ параллельные; 
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требуется доказать, что даметры СР и С’О’ суть сопряженные. Прямая 
С'П’, проходить чрезъ середину О стороны №№ въ треугольник МММ, 
параллельно МЛМ, а потому она дфлить хорду ММ’ пополамъ; слёдова- 
тельно ($ 104) даметрь С’Р’ есть сопряженный съ даметромь СФ. 


$ 111. Обратная теорема. Дор хорды, проведенныя чрез 
концы одною дзаметра, параллельно двум сопряженнымё д4а- 
метрамё, пересвкаются на эллипст, а потому суть дополнительныя. 


Возьмемь два сопряженныхь даметра СР и С’О’ эллипва и чрезъ 
концы какого либо Даметра, напр. №№, проведемъ прямыя ММ№Ми №М, 
имъ параллельныя; требуется доказать, что точка М пересфченя этихъ 


хордъ члежить на оллипе®. Положимъ, (Фиг. 67). 
что точка М не лежить на эллипсЪ; 
тогда, соединивши точку О перес®ченя 9м 


прямой ММ№ съ эллипеомъ, получимъ * 


дв дополнительныя хорды №0 и №0. с 
Такъ какъ положен!е даметра С будеть . 


другое, а положене д1аметра С”О’ тоже 
самое и они булуть ($ 104) вое-таки 
сопряженные, то выходить, что для дан- 
наго мМаметра имфемъ два сопряжен- 
ныхъ, что невозможно, а потому наше 
предположение, что точка М ветрфчи прямыхъ, проведенныхь чрезъ концы . 
даметра М№ не лежить на кривой, не справедливо; слвдовательно точка 
М лежить на эллипез. 


$ 112. Директриссы эллипеа. Двумъ фокусамь эллипса со- 
отвфтетвують дв прямыя, имфющИя то свойство, что разетояне 
до какой либо изъ нихъ произвольной точки эллипса находится въ 
постоянномъ отношени къ разетоянйо той же точки до фокуса, бли- 
Жжайшаго къ этой прямой; каждая изъ этихъ прямыхьъ наз. ди- 
ректриссою эллипса. 


Мы нашли, что радусъ-векторъ эллипса (фиг. 68) МЁ=г= 


ср е/@ 
=а— ——=—( —— 2); откуда видимъ, что если проведемъ прямую 
а а\е 
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2 
3 @ 
ЛЕ, перпендикулярную къ оси ж-въ на разстояни т отъ оси у-въ 


(Фиг. 68). 


п изь точки М опубтимь периендикуляръ МР на ось х-въ и перпенди- 
2 з 
кулярьМК на прямую РЕ, то ор=*. и р —а=0р) — ОР= 


—=РО=МК и потому 
МЕ=-_МК или МЕ: ИК=с: а 


т. е. отношене разстоявя точки М элшипеа до фокуса Е кь раз- 

стояншо точки же М до прямой РЕ постоянно и равно эксентри- 

. цитету зилипеа; елфдовательно прямая ДЕ есть директрисса эллипса. 
р. 

Такъ какъ 0р=-, то Ор:а=а:с; во второмъ отношени 
ас, а потому и въ первомъ отношени ОД`>а; слБдовательно 
директрисса ДЕ не пересфкаетъ эллипса. Вромв того изъ пропор- 
ци: Ор: а=а:с видимъ, что большая полуось эллипса есть сред- 
няя пропорщональная величина между разстоявями отъ центра 9эл- 
липса до фокуса и отъ центра эллипса до прямой ЛЕ, а потому для 
построешя ОД, отложимъ на Оу часть ОС—а и, соединивъ пря- 
мою точку Е’ съ С, возставимъ перпендикуляръ къ ЕС ко пере- 
сбчешя съ осью х-въ въ точкв Д; зная же точку 0, будетъ 
извзетно положене прямой ОЕ. 


Другому фокусу эллипса соотвфтетвуетъ другая директрисса, ко- 
а 
торую получим, отложивъ по оси абециосъ чаеть ор т 
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проведя чрезъ точку О’ прямую О’Е', параллельно оси у-въ. Въ самомъ 
Два, опустивъ изъ точки М перпендикуларъ МИА” на прямую 
’Е’ и соединивъ точку М съ Е, найдемъ: 


В ьы 
с с 
2 
и ($89) ИР =а+°° т Не а потому 
2 2 
МР’: МК 9 157, т. в, 


Е а с 

$ 113. Выводъ отношен1я между соотв тетвующими орди- 
натами точекъ эллипса и окружности, описанной на боль- 
шой оси эллипса, какъ д!аметр$. Теорема. Если на доль- 
шой оси эллипса опишемб окружность, то отношене со- 
отвьтетвующих ординат точек эллипса и окружности, 
взятых при одной и той же абецисст, равно отпношеню 
полуосей эллиитса- 

Означимь 2а и 26 0би эллипса, г 2а>>26, и отнесемъ эллипсъ 
къ прамоугольной систем координать, принавъ за ось абециссъ 
прямую, проходящую чрезъ фокусы, а за ось ординатъ прямую, къ 
ней перпендикулярную и проходящую чрезъ середину разстояШя 
между фокусами; тогда уравнене эллипса будетъ 

ау? + 62—76, 
а уравнеше окружности, описанной на большой оси эллипса, какъ 
паметрв, отнесенной къ той же систем, 
2+ у’=а*. 

Означивъ ординату точки эллипса чрезъ у,, а соотв тетвующую 
ординату точки окружности при той же обециесв у., найдемь изъ 
уравневй эллипса и окружности, что 


и а 
зе, 2 2 
у-ва? и уу; 
откуда, раздфливъ почхенно первое равенство на второе, 
У: =: 4. : 


$ 114. Эта теорема даетъ весьма простой способъ черченя эл- 
липса по точкамъ, когда даны его оси: 2а и 26, гдв 2а>26. 
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Для этого начертимъ прямую и изъ О какой либо точки ея опи- 
шемъ окружности радусами @ и 6; проведемъ произвольно. ращусъ 
ОМ большей окружности, который пересвчеть меньшую окружность 

(Фиг. 69). въ точкф М, а изъ точки М опустимъ 
перпендикуляръ МР на АА’; изъ 
точки М проведемъ прямую, парал- 
лельно А.А’, до вотрчи съ МР въ 
т0чк® К. Точка К будетъ принадле- 
жать эллипсу, имфющему осями 2а и 
26, потому что принявъ направлене 
прямой А.А’ за ось абециссъ и точку 
О за начало координатъ прямоуголь- 
ной системы, увидимъ, что МР и КР 
суть ординаты точекь Ми К, соотвЪтетвующихь одной абсцисс 
и что 


КР: ИР=ОМ: ОМ=Ь : а; 


слёдовательно ($ 113) КР есть ордината точки эллипса. Проведя изъ 
точки О другой рамусь ОМ” и поетупивъ также, какъ и въ предъ- 
идущемь случав, найдемь еще точку К” эллипса и т. д; такимъ 
образомъ можемъ найти рядъ точекъ К, К’ ит. п, соединивъ кото- 
рыя непрерывною чертою, получимъ приблизительно эллипеъ. 


$ 115. Опред$лен1е площади эллипса. Пусть данъ эллипсъ, 
котораго оси суть а ив; тогда изъ О центра эллипса опишемъ окруж- 
ность радусонь @ и раздфламъ пря- 
мую АА’ на нзеколько частей; изъ 
точекъ дВлешя Р, О, Т,... возставимъ 
перпендикуляры къ 06и х-въ, кот. 
пересвкуть окружность въ точкахь 
М, №, 1,...,а эллицеъ въ точкахъ 
С, О, Е,...; такимъ образомъ по- 
лучимь многоугольникь АЁМИ..., 
вписанный въ круг, и многоуголь- 
никь АЕДСВ..., вписанный въ 
эллипс. Теперь опредёлимъ отноше- 
не площадей двухъ трапецй, ограни- 
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ченныхь одними и тёми же перпендикулярами, напримвръ трапеци РИМО 
къ транеци РСРО. Площадь трапеци РММО = (МР -+ №0).РО, а 
площадь трапеци РОРО =НСР- 00).РО; сяфдовательно ) 
площ. РИМО МР-+-МО 
площ. РСРО СР+ьрО’ 


МР а № а МР-+-М№0 а 
Но такъ ка 113 == и = = * 
М орит "тот РЕ 1 
тому 
площ. РИМО _ а. 
площ. РОРО 6’ 
И вЫ шощ. ОКМР _а площ. ОМГК _ а В М 


площ. ОВОР 6’ площ. ОБЕТ 6 
алгебры известно, что въ ряду равныхъ отношенй сумма предъиду- 
щихь относится къ сумм послёдующихъ, какъ одинъ изъ предъидущихь 
Е своему послвдующему; поэтому 

площ. ОКИР-+- площ. РИМО- площ. ОМЁТ-.... _ а 

площ. ОВСР- площ. РСОО+ площ. ОБЕТ-+.... Ь. 


По ибрЪ увеличеня числа дЪлен!й оси АА’, сумма площадей трапеций, 
впибанныхъ въ круг, будеть приближаться къ своему прелёлу —площади 
круга, а сумма площадей транецй, вписанныхь въ оллипев, къ своему 
предвлу —площади эллипса; кромф того знаемъ, что если перемённыя ве- 
личины при вефхъ евоихъ измёнешяхь сохраняють одно и тоже отно- 
шеше, то и предёлы ихъ будуть въ томь же отношенш; а потому, озна- 
чивъ площади круга и эллипса буквами Ё и 4, найдемъ: 


—@ или = 
а Е 


Окружность описана радёусомъ`а, а потому А=ла? и сдёд. 4=лаб т. е. 
площадь эллипса равна произведеню полуосей езо, умноженному на 
постоянное отношеше окружности кз своему Озаметру. 
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ЗАДАЧИ. 


1. Даны точки: (2, 11), (—№ 0), ©, 5, С-Иъ —0, 04, 1) 
и оялипоъ: 327+ у—3. Которыя изъ этихь точекъ лежать на элчипс®, 
внутри или вн® эллипса ? 

2. Опредёлить полуоси эллипса, котораго уравнение: 22+3у=4. 

3. Опредфлить эксцентрицитеть эллипса, кот. уравнен!е: 32° +2у°=3. 

4. Начертить кривую: 42*--9у*=16. 

5. Найти на эллипсв точки, равноотстоящя отъ осей координатъ. 

6. Найти точки пересфченя эллипса: 42?--у? = 17 съ прямою 3а—у=5. 


7. Найти точки переефченя эллипса: 42--9у? = 32 съ прямою 
25—Зу-+8=0. $ 
8. Найти точки пересбченя эллипса: 52? 3—3 съ прямою в+6=0. 


9. Опредфлить абециссу точки пересЪченя касательной къ эллипеу съ 
` 


. осью абециесъ. 
10. Найти точки пересфченя эллипса съ окружностью, которой центръ 


сливается съ центромъ эллипса и 
11. Найти точки перебфченя эллипса съ параболою, которой вершина 


нахолится въ центр эллипса и фокуеъ совпадаеть съ фокусомъ эллипса, 
лежащимъ на положительной части оси абоциссъ. 

12. Написать уравнен!е эллипса, когда направлен!е большой оси при- 
мемъ за ось ординать, а направленше мёньшей оси—за ось абециссъ. 

13. Написать уравнене эллипса, когда направхене мёньшей оси при- 
мемъ за ось ординатъ, а прямую, проходящую чрезъ конець В(фиг. 59) 
малой оси, параллельно большой оси эллипса, за ось абециссъ. 

14. Написать уравнене эллипса, когда за ось обсциесъ примемъ пря- 
мую, проходящую чрезъ точку В’ (фиг. 59), параллельно большой оси 
эллипса, а за ось ординать-—прямую, проходящую чрезъ вершину А’, 
параллельно меньшей оси. 

15. Найти уравнен!е эллипса, когда начало координать перенесемъ въ 
точку (№, №), лежащую на эллипе$, а направлен!е осей координать оста- 
вимъ тоже самое. 

16. Найти уравнене касательной къ эллипс, проходящей чрезъ точку 
К (фиг. 59), а также опредфлить длину касательной. 
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17. Найти уравнене нормальной къ эллипеу, проходящей чрезъ точку 
К (фиг. 59) и опредфлить длину нормали. 

18. Если нормальная къ эллипеу, провеленная чрезъ точку К (фиг. 
59) проходить чрезъ конець В” меньшей оси, то какой долженъ быть 
эксцентрицитеть этого эллипса ? 

19. Найти уравнеше прямыхь А’В и ОК (фиг. 59). Бакой долженъ 
быть эксцентрицитеть эллипса, чтобы эти. прямыя были параллельны? 

20. Найти уравнеше прямой В'Е (фиг. 59) и опредфлить координаты 
другой точки пересьчен!я этой прямой съ кривою. 

21. Опредблить точку пересфчешя касательной, проведенной чрезъ 
точку К (фиг. 59) съ прямою ЕВ. Какой будетъ эксцентрицитеть эллипса, 
если касательная въ точк® К параллельна прямой ЕВ? 

22. Чрезъ точку М (2,9) эллипса и фокусъ Е проведена прямая; 
опредфлить абециссу другой точки пересфчешя эллипса съ прямою МЕ. 

23. Найти уравнене прямой АК (фиг. 59) и опредфлить уголь между 
прямою АК и касательною, проведенною въ точёВ К. 

24. Найти уравнеше касательной къ эллипсу: 2*+3у°—=4, проведен- 


ной изъ точки (5, 3). 
25. Найти уравнене касательной къ эллипсу: 32 4у*—13, парал- 


лельной прямой: у=32 4. 
26. Найти уравнете касательной къ эллипеу: 52°--у?=5, парал- 


— 


лельной прямой: 22-+3=0. 
27. Найти уравнене касательной къ эллипсу: 22-9у°—=8, парал- 


лельной прямой: у=4. 
_28, Найти уравнене касательной къ эллипеу: 42? + 9у?—=32, перпен- 


дикулярной къ прямой: 2у-+32—7<=0. 
29. Найти уравнеше касательной къ эллипеу: 2+ 0,59? =3, перпен- 


дикулярной къ прямой: 2=2. 
30. Найти уравнеше касательной къ эллипеу: 42? у’—9, перпен- 


дикулярной къ прямой: 2у—1=0. 

31. Найти уравнен!е нормальной къ эллипеу: 22?--у?=3, проведен- 
ной перпендикулярно прямой: у+22=0. 

32. Опредфлить длины нормали и поднормали для эллипса: 2? 4у=4, 
когда нормаль параллельна прямой: 22 +3у=0. 

33. Показать, что изъ точки, взятой внф эллипеа, можно къ нему 
провести только двф касательных. 


Отд. УТ. 


34. Найти такую точку на эллипс, чтобы касательная, проведенная 
чрезъ эту точку, была бы равно наклонена къ его осямъ 
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35. Найти на эллипсв такую точку, чтобы касательная, проведенная 
чрезъ эту точку, отобкала на осяхъ таве отр%зки, которые были бы про- 
порцюнальны длинамъ соотвтетвующихь осей. 

36. Найти на эллипс такую точку, если чрезь которую проведемъ 
кавательную, то она составляла бы съ осью абсциесъ уголь въ 45°. 

37. Найти на эллипев такую точку, если чрезъ которую проведемъ 
нормальную, то она составляла бы съ осью абециссъ уголь въ 1359. 

38. Найти услов!е, при которомъ прямая: у=их--® была бы каса- 
тельною къ эллипсу: а*у?- 6? =-а76°. 

39. Найти услов!е, чтобы прямая у=тх-+® была бы нормальною къ 
эллипсу: 429? 522 — а63. 

40. Опредлить наибольшую величину для нормали эллипса. 

41. Найти уравнене эллипса, котораго оси совпадаютъ съ осями 
координатъ, когда извФетно, что центрь его въ начал координать и 
что эллинеъ проходить чрезъ точки (—1, 2) и (0, 3). 

42. Найти уравнене эллипса, котораго центръ въ началь координатъ, 
а оси совпадаютъ съ осями координатъ, и когда извфетно, что касатель- 
ная въ точк® (1,2) этого эллипса, составляеть съ осью абецисеъ уголь 
въ 1205. 

43. Найти уравнеше эллипса въ обыкновенномъ вид, когда. извЪстно, 
что длина касательной къ этому эллипеу въ точк (1, —1) равна +18. 

44. Найти уравнеше эллипса въ обыкновенномъ видф, когда извфетно, 
что длина нормали въ точкВ (1,1) этого эллипса равна ув. 

45. Найти уравнене эллипса, который проходя чрезъ точку (И2, и в, 
касается прямой: х+-2у-+3=0 и оси котораго совпадаютъ еъ направ- 
лешями осей коорди натъ. 

46. Найти уравнене эллипса, котораго оси совпадаютъ съ направае- 
ями осей координать и который касается прямыхь: х—3у =4 и 
у+=И=2. 

47, Провести касательную къ эллипсу изъ точки, взятой внф эллипса, 

48. Провести касательную къ эллинеу, параллельно данной прямой. 

49. Провести касательную къ элдиису, перпендикулярно данной прямой. 

50. Провести къ эллипеу двф касательныя, которыя составляли бы 
данный уголь. 
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51. Опредълить кратчайшее и наибольшее разетоян!е отъ центра э4- 
липса до точекъ на кривой. 

52. Начертить эллипеъ, зная мфета фокусовъ и одну точку искомаго 
эллипса. 

58. Начертить эллипсъ, когла даны фокусы и касательная къ нему. 

54. Начертить эллипсъ, когда данъ фокусъ, вершина и касательная. 

55. Начертить эллипсъ, когда данъ фокусъ, дв касательныхь и на 
одной изъ нихъ точка касания. 

56. Начертить эллипеъ, когда даны три касательныхь и фокусъ. 

57. Найти центръ эллипса, когда дано положен!е одного изъ фокусовъ 
и одной ‘точки эллипса, а также длины его осей. 

58. Опредёлить тангенсъ угла, составляемаго нормальною, проведен- 
ною чрезъ точку №(2,, у.) эллипеа, и прямою, соединяющею точку М 
съ центромъ эллинса. 

59. Опредфлить наибольшую величину тангенса угла, образуемаго 
нормальною, проведенною чрезъ точку Л эллипса, и прямою, соединяю- 
щею точку М съ центромъ эллипса. 

60. Если ф означаеть уголь, составленный касательною къ эллинсу 
съ радусомъ-векторомъ, проведеннымъ въ точку кавашя, то разстояне 
оть точки васашя до центра эллипса равно У а?— 6 ?ф. 

61. Пусть Ме, у.) есть точка эллипса, котораго уравнене: а*у?-+ 
-- 6? =а76?, а Аи А’ означають концы большой оси. Показать, что 
БАМА' —=— 26? : ве. 

62. Пусть М(з,, у.) означаеть одну изъ точекь эллипеа, котораго 
уравнене: а? 6°2*—а?6*. Показать, что тангенсъ угла, составляемаго 
касательною, проведенную чрезъ точку М, и радусомъ-векторомь МК 
есть 6? : аеу,. 

68. Опредфлить тангенсъ угла между касательными къ эллипеу, про- 
веденными изъ точки (2, у,), взятой вн эллипса. ь 

64. Опредфлить разстояне отъ центра эллипса до нормальной, про- 
веденной чрезъ точку (х,, у, ) эллипса. 

65. Изъ точки (№, №), взятой внЪ эллипса, проведены касательныя 
къ нему; найти уравнене хорды, проходящей чрезъ точки касания. 

66. Показать, что длина нормали въ какой либо точкВ эллипеа, огра- 
ниченная точкою эллипса, чрезъ которую она проведена, и осью абециссъ, 
равна °/1/л»,, а между тою-же точкою и осью ординать есть “/зУ гу, гв 
гих, суть радусы-векторы разоматриваемой точки. 
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67. Пусть МР будеть перпендикулярь изъ какой нибудь точки М 
эллипса на большую ось АА’. Показать, что МР: АР. А'Р=6?:а?. 

68. Чрезь точку М элаипеа проведемь касательную къ нему, которая 
вотрётить продолжене малой оси въ точк 0; изъ точви-же М опустимъ 
периендикуляръ МО на малую ое. Означивъ центръ эллипса буквою О, 
показать, что 00.00=5* 

69. Чрезъ точку М эллипса, котораго центръ веть 0, проведемъ ка- 
сательную, пересфкающую продолжеше большой оси въ точкЪ Т. Если 
изъ точки М опустимъ перпенд. МР на большую ось, то ОР.ОТ=а?. 

70. Касательная къ эллипсу въ точкв М пересзкаеть продолжене 
большой оси въ точкВ Т, а перпендикуляръ, возотавленный изъ точки 
Т кь большой оби АА’, пересбкаеть прямыя МА и МА’ въ точкахь 
Они 0’; показать что ОТ=0'Т. . 

71. Чрезь какую нибудь точку М эллипса, котораго центрь есть 0, 
а фокусы суть Ри Е", проведомь нормальную, которая переофчеть 
большую ось въ точкё О; изъ точки-же М опустимъ перпендикуляръ МР 
на прямую ЕЕ’. Показать, что отношене РО съ соотвётетвующему 
радусу вектору точки М равно эксцентрицитету эллипса. 

72. Чрезь какую нибудь точку эллииса проведем нормальную и изъ 
той же точки опустимъ перпендикуляръ на большую ось. Показать, что 
отношен!е разстоявя отъ основашя перпендикуляра до центра къ разотоя- 
ино оть основамя периендикуляра до точки пересфченя нормальной съ 
большою осью равно отношению квадратовъ полуосей эллипса. 

73. Изъ какой нибудь точки №1 эллипса опустимъ перпендикуляръ МР 
на большую ось и продолжимь его до встрёчи въ точкЪ О съ касатель- 
ною, проведенною чрезъ точку К (фиг. 59); показать, что ОР=ЕМ. 

74. Пусть М точка эллипса и @ точка пересёченя большой оси съ 
нормальною, проведенною къ эллипсу чрезъ точку М; изъ точки М опустимъ 
перпендикулярь МР на большую ось, а изъ точки @ перпендикуляръ 
СМ на радусъ-вектора МЕ. Показать, что отношене @М и МР равно 
экоцентрицитету эллипса. : 

75. Если чрезь фокусъ Ри вершину А эллииса проведемъ парал- 
лельныя прямыя, которыя пересфкуть меньшую ось эллипса или ея 
продолжен!е въ точкахъ Ми М, то окружность, которой центръ ВЪ ТОЧЕЪ 
М и рамусъ равень АМ, будеть касаться эллипса. 

76. Если фокусы элаипеа будуть общими для фокусовъ двухъ пара- 
боль, вершины которыхь лежать въ концахь большой оси эллипеа, то 
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эти параболы вотрёчаются подь прямымъ угломъ и разстоявше между 
точками ихъ пересёченя равно двойной меньшей оси эллипса. 

77. Съкущая къ эллипсу, проведенная чрезъ данную точку М, пере- 
свкаеть кривую въ точкахь М и М’. Показать, что произведен!е 
2 У,МЕМ.&/,МЕМ’ веть постоянное, какъ бы не проводили сЪкущую 
чрезъ данную точку №. 

78. Опредзлить произвелене разстоянЙ отъ фокусовъ эллипса до 
касательной къ нему. 

79. Если прямая'у=тх-® пересфкаеть эллипеъ, котораго уравне- 
не: 2? +622°—а76?, то длина хорды, опредёленной на этой прямой, 
есть: 

2аву Чт (ат? -+6—и?) 
ат? 6? 7 

80. Найти уравнеше окружности, описанной на радтусЁ векторз, сое- 
диняющемьъ точку М(т,, у,) эллипса съ фокусомъ Е. 

81. Показать, что кругъ, описанный на радтусв векторв, какъ ди- 
метр®, касается круга, описаннаго на большой оси, какъ` даметрз. 

82. Изъ точки (Ё, #) проведены дв касательныя къ эллипсу; найти 
сумму перпендикучяровъ, опущенный изъ фокусовь на хорлу, соединяю- 
щую точки касашя. 

83. Два эллипса имфють общй центръ и одинаковое направлеше осей; 
при чемъ сумма квадратовь осей однаго равна сумм квадратовъ осей 
другаго. Найти уравнене общей касательной. 


84. Если 9 и 0’ суть углы наклоненя большой оси элипса къ двумъ 
касательнымъ, проведеннымь изъ точки (№, #) къ эллипсу, то 
2 6—4? 
и 2 00'= . 
а?—1? 878 22—12 
85. Показать, что дв® касательныя, проведенныя изъ точки (1, №), 
взятой вн эллипса, могуть быть представлены уравненемъ: 


(а?— 1?) 9—2 (@—В К + (6*—1*)(&«—№)=0 


20 + 50'=— 


или 
(а? + 52—06?) (ау? 63 — 076) (а?ву-- ит —а76)?. 

86. Къ эллипсу касательныя проведены изъ точки (в, Е). Показать, 
что прямыя, проведенныя изъ начала координать въ точкамь касашя, 
могуть быть представлены уравненемъ: 

2? 2 РЗ 
Зе 
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87. Изъ центра эллипса проведены дв перпендикулярныя прямыя. 
Показать, что касательныя, проведенныя чрезъ точки пересфченя пря- 
мыхь съ кривою, могуть быть предетаваены уравненемъ: 

а В 
тии" 

88. Точку М, №, взятую вн эллипса, соединимъ съ О центромъ 
эллинва и точку пересёченя эллипса съ этою ‘прямою означимъ буквою 


К; показать, что 
0№: ОК? (а? + 61?) : а*6?. 
89. Изъ точки (й,#), взятой вн эллипса, проведемъ къ нему дв 
касательныя; означимь обоцисоы точекъ касашя буквами ж, и <.. Пока- 


зать, что 
2475 а*(6?— №?) 
ст трее № 94а = ароебЗИЯ 

90. Изь точки (, ®), взятой внф эллипса, проведены къ нему дв» 
касательныя. Пусть Ми М’ означають точки касаня, а Е фокусъ эллипса; 
найти величину ЕМ. ЕМ”. 

91. Изъ точки М№, взятой внф эллипса, проведены къ нему двф каса- 
тельныя ММ и ММ’, гдё Ми М’ суть точки касанм. Соединимь прямою 
центрь эллипса съ точкою №, которая пересфчеть кривую въ точк К; 
изъ точки К проведемь прямую ЕЁ, параллельно прямой, соединяющей 
точку № съ фокусомъ Е. Означивъ буквою О точку пересёченя прямой КЁ 
съ большою осью эллипса, доказать, что ЕМ.ЕМ'=КО°. 

92. Ординату МР точки М эллипса продолжимь до вотрфчи въ точк» 
0 вь окружностью, описанною на большой оси эллипса. Доказать, что 
перпендикуляръ, опущенный изъ фокуса Е на касательную, проведенную 
въ точкВ О окружности, равенъ ЕР. 

93. Изъ точки, взятой вн эллипса, проведены къ нему дв касатель- 
ныя. Показать, что часть третьей касательной, провед. произвольно и зак- 
лючающейся между первыми двумя, видима изъ фонуса подъ однинь в 
т®мъ же угломъ, какь бы эта третья касательная не была проведена. 

94. На двухь касательныхь ММ и ММ’ проведенныхь къ эллипсу изъ 
точки №, взятой вн эллипса, котораго фокусы суть Ки Е’, отложены 
соотвётотвенно части №0 и МО’, равныя МЕи МР. Показать, что пря- 
мая ОО’ равна большой оси эллипса. 

9Б. ЕС и ЕС’ суть перпендикуляры, опущенные изъ фокусовъ Ки 
Е’ эллипса на касательную, проведенную чрезъ точку М эллипса. Пока- 
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зать, что точка пересфчешя прямыхь ЕС’и РС члежить на нормали, 
проведенной чрезъ точку М эллипса. 

96. Проведемъ чрезъ точку М эляниеа прямую, параллельно большой 
ови, которая пересфчеть кривую еще въ точкз М’. Чрезъ точку М, про- 
ведемъ двз хорды: МО и МО’ подъ равными углами къ большой оси. 
Показать, что прямая ОО’ параллельна касательной къ эллипсу, про- 


ходящей чрезъ точку М’. 
6 6 
97. Если изъ какой нибудь точки кривой: С + =(а— 56°)? про- 


2 2 
ведемъ касательныя къ эллипсу, котораго уравнеше: к. + и, то 
хорда, соединяющая точки касания, будетъ нормальною къ эллипоу. 

98. Координаты одного изъ концовъ маметра эллипса суть: 2 ии; 
опредфлить координаты концовъ другаго д1аметра, сопряженнаго съ дан- 
НЫМЪ. 

99. Въ эллипсв, сумма квадратовъ двухъ нормалей, проведенныхъ 
чрезъ концы двухъ сопряженныхь даметровъ, есть постоянная. 

100. Координаты одного изъ концовъ С маметра СД (фиг. 65) суть: 
т, и 91; опредфлить координаты точки переефчен!я касательныхъ, прове- 
денныхь чрезъ точки Си С". 

101. ОС и ОС’ суть два сопряженные полудаметра эллипса. 0Зна- 
чивъ координаты точки С’ буквами 2, и 9,; опредвлить уравнене пря- 
мой СС’. 

102. СБ и С’О’ суть два сопряженные даметры эллипса, котораго 
центръ есть О; показать, то ЕС’. Р’С' = 0С?. 

103. Въ эллицев даны два сопряженные даметры Си С’Г'. Чрезъ 
какую нибудь точку М эллипса и концы д1аметра СД проведемъ прямыя, 
которыя пересёкуть д!аметрь С’О’ въ точкахь Ри Р’. Показать, что 
ОР.0Р'=01°. 

104. Еслли эллипеъ отиесемъ къ сопряженнымь даметранъ СРи 
С’П’ (фиг. 65) и МР будеть ординатою какой нибудь точки М кривой, 
то МР?: СР. БР"? : а'?, гв а’ пб’ суть сопряженные полудаметры, 

105. Возьмемь два сопряженные даметры СР и С’Д'; изъ точки С 
опустимъ перпендикуляръ СК на другой д1аметрь, который пересфчеть 
большую ось въ точкф @. Показать, что СК. Сб=63. 

106. Если .0С и ОС’ суть сопряженные полумаметры, то 


(Е@—а)?-+(ЕС'—а} =". 


Отд. У1. 


107. Если касательная въ вершин А эллипса пересфчеть двя сопря- 
женные Ламетры въ точкахь Ти (, то АТ. АЙ=?. 

108. ОСи ОС’ суть сопряженные полудаметры эллипса; прямая 0С’ 
пересвкаеть ражусы-векторы ЕО и Е’С вь точкахь Н и Н’. Показать, 
что ЕН=ЕН'. 

109. Если изъ фокуса Е вллипса опустимь перпендикуляры на 60- 
пряженные Маметры СО и С'П', то они, цо продолжен!и, пересВкуть 
прямыя С’О’ и СЛ въ точкахъ, чежащихь на дирекрисеЪ, соотвётетвую- 
щей фокусу Е”. 

110. М есть данная точка на эллипс и 00’ какая нибудь его хорда, 
сопряженная съ дамотромъ ОМ, тдВ О воть центръ эллипса. Показать, 
что окружность, проходящая чрезъ точки 0, Ми 0’ пересвкаетъ этотъ 
эллипоъ въ одной и той-же точк®, какъ бы не проводили хорду. 

111. МИ а ММ’ суть касательныя къ эллипеу, проведенныя изъ точки 
М, взятой вн эллипса, тд Ми М’ суть точки касаня; изъ центра 
эллипса проведемъ прямыя, параллельно МИн ММ’, которыя пересзкуть 

‚ рллинсъ въ точкахь О и 0’. Показать, что прямая 00’ параллельна 
прямой ММ’. 

112. Перпендикуляръ, опущенный изъ центра эллипса на прямую, 
соединяющую концы двухъ перпендикулярныхь даметровъ эллииса, имфеть 
одну и туже длину. 

113. ДвВ хорды эллипса, проведенныя подъ прямымъ угломь, пере- 
сбкаются въ точ ГА, №); изъ О центра эллииса проведемъ прямыя, па- 
раллельно хордамъ, которыя пересвкуть эллиись въ точкахь Ри 0; 
означивъ буквами Е и @ середины хордъ, имБемъ: 

ГЕ? 1 1? р 
ОР 00 м". 

114. Изъ точки М эллипса опущены перпендикуляры МК и МГ. на 
два равные сопряженные даметра. Показать, что нормаль къ эллипсу, 
проведенная чрезъ точку М, дБаить пополамъ прямую КГ. 

115. Написать уравненя директрисеъ эллипса: 52? -+9у=45. 

116. Для эллипса, котораго оси совпадаютъ съ направленями осей 
координать и малая ось котораго 26; директриесы суть: 2===525. Найти 
уравнен!е этого эллипеа. 

117. Изъ точки Е эллипса проведемъ прямую, которая пересвчеть 
залинсь въ точ М и директрисеу, соотвфтотвующую фокусу Е ВЪ 
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точкф №, Показать, что разность есть постоянная, какъ бы не 


ЕМ ЕМ 
проводили сВкущую. 

118. Касательная къ эллипеу пересфкаеть директриссу ДЕ (фиг. 
68) вь точ Т и директриесу О’Е’ въ точ Т’. Показать, что 
ТО : с МЕЕ'—=Т'Р' : &МЕ’Е. 

119. Если МЕМ’ есть фокальная хорда эллипса п Л’ основан!е дирек: 
триссы, соотвётетвующей фокусу Ё, то прямыя ОМ и РМ’ равно навло- 
нены къ осямъ эллипса. 

120. Опредёлить площадь эллипса: 32° 2у°=3. 

121. Показать, что площадь эллипса равна площади, ограниченной 
двумя концентрическими окружноетями, д!аметры которыхъь суть полу- 
сумма и полуразноеть осей эллипеа. 


122. Опредфлить геометрическое исто вершинъ треугольниковъ, ин-), 
ющихъ тоже основан!е и въ которыхъ сумма двухъ другихъь сторонъ 
есть постоянная. 

123. Изъ какой нибудь точки М эллипса опустимъ перпендикуляръ 
МР на большую 06ь; продолживъ РМ, отложимъ часть ММ=МР. Опре- 
двлить геометрическое мфето точекъ М. 


124. Въ фиг. 60 продолжимь СМ и на СМ возьмемь такую точку 
М, чтобы СМ=п. СМ; опредфлить теометрическое мВето точекъ М. 

125. Опредвлить геометрическое мЪето серединъ рад1усовъ векторовъ, 
проведенныхь изъ какого либо (напр. К) фокуса. 

126. Чрезт одинъ конецъ большой оси проведены хорды; опредёлить 
геометрическое м®ето серединъ хордъ. 

127. Чрезъ какую нибудь точку въ эллипев проведены хорды; опре- 
ДВлить геометрическое м%$ето серединъ хордъ. 


128. Проведемь произвольно хорду круга и въ точк® М раздёлимъ 
ея въ отношени 2 къ п. Опредёлить геометрическое м®сто точекъь М, 
кагда хорда будеть перемфщаться, оставаясь параллельно прежнему на- 
правяеню. 

129. Проведемь къ эллипеу касательную; изъ фокусовь Ри Е’ опу- 
стимъ на нее перпендикуляры Ра и Ё’@’. Опредёлить геометрическое 
иВсто точекъ М пересёченя прямыхь Еб’ и Ё’С. 


130. Возьмемъ какую нибудь точку М на эллипсв и соединимъ ея съ 
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фокусами Ри Е”. Чрезъ вершину А и середину рамуса’ вектора ИЕ 
проведемъ прямую, которая пересфчеть ражусъ векторъ МЕ’ въ точкЪ 
М. Опредёлить геометрическое мфсто точекъ М. 


131. Ордината МР точки М элаинса, по продолженш, перес®каетъ въ 
точк% О окружность, описанную на большой оси эллипса; нормали, про- 
веденныя къ эллицеу въ точкё М и къ кругу въ точкё О, первевкаются 
въ точ» М. Опредёлить геометрическое ифето точекь М. 


132. Найти геометреческое м%фото точекъ, которыя получаются оть 
пересвченя двухъ касательныхь къ эллинсу, ветрёчающихоя подъ пря- 
мымъ угломъ. . 

133. Дано основан!е треугольника и произведеше тантенсовъ угловъ 
при основани. Опредфлить геометрическое мото вершинъ этихь треу- 
тТолЬниковЪ. 

184. Мвото серединъ нормалей къ эллинсу, заключенныхь между кри- 
вою и большою осью эллипса (напр. МС, фиг. 60) есть эллипеъ, ко- 
тораго эксцентрицитеть е’, связань съ экоцентрицитетомь е даннаго 
эллипса уравнешемъ: 

1—е—(1+е?)*(1—е'?). 

135. Пусть М означаеть точку на эллинов, а Ан А’ ковцы большой 
оси; чрезъ точки А и А’ проведемь прямыя, перпендикулярно хъ пря- 
мынь АМ и А’М. Опредёлить какому геометрическому мЪоту принадие- 
жить точка пересбчешя этихь периендикуляровъ. 


136. Опредёлить геометрическое м®ето центровъ круговъ вписанныхь 
въ треугольники, у которыхь основаше есть большая 06ь эллипса, а 
вершины находятся на эллино$. 

137. Если на сопряженныхь полу\аметрахь эллицеа опишемъ окруж- 
ности, то мото пересвчешй этихь окружностей есть кривая, уравнене 
которой: 


2 (а-- у?) аа? 6 у". 
138. ОС и ОС’ суть сопряженные полудаметры эллипса; изъ точки 
О опустимь перпендикулярь ОМ на хорду СС’. Опредфлить геометри- 
ческое точекъ №. 
139. Опредёлить геометрическое мЪото точекъ переефченя касатель- 
ныхь, проведенныхь чрезъ точки эллипса Ри ‘такъ, что сумма уг- 
ховъ АЁР и АЕО постоянна, 
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140. Показать, что уравнене серединъ хордъь эллипса, имёющихъ 
туже длину 2с, есть кривая, которой уравнен!е: 

2 
& 


ау? 67 
и СГ 


аула? 
141. Изъ фокусовъ эалипса опущена пара периендикуляровъ с00т- 
вётетвенно на два сопряженные даметра. Опредёлить геометрическое 
место точекъ пересфченя этихъ перпендикуляровъ. у 
142. Опредвлить геометрическое мёсто центровъ круговъ, вписанныхь 
въ треугольники, у которыхь двз вершины находятся въ фокусахъ 
эллипса, а третья—на эллипс%. 


ОТДВЛЪ СЕДЬМОЙ. 
ГИПЕРБОЛА. 


Опредфлене и черчене гиперболы, Фокусы и рамусы-векторы гиперболы. Выводь урав- 
неня гиперболы. Изолвдоване гиперболы по ея уравненйю. Оси, вершины, центрь, пара- 
метрь и экоентрицитеть гиперболы. Выводь уравнешя касательной и нормальной. Свой- 
ства касательной и нормальной въ гипербоа®. Опредвлене длины касательной, подкаса- 
тельной, нормали и поднормали къ гиперболв. Построеше касательной и нормальной къ 
типерболв. Даметры гиперболы. Сопряженные д?аметры. Сопряженная гипербола. Выводъ 
уравнешя типерболы, отнесенной въ своимь сопряженнымь паметрамъ. Директриссы ги- 
перболы. Ассимптоты гиперболы. Уравненю гиперболы, отнесенной къ ея ассимитотамъ. 
Свойства ассииптоть гиперболы. Опредвлеше площади отрзка гиперболы. Замфчанге. 
Задачи. 


$ 116. Опредфлен!е гиперболы, Фокусы и рад1усы-век- 
торы ея. Гиперболою наз. такое чеометрическое митсто 
точек, разность разстоя@ отв которых д0 двухь дан- 
ныхз точекс есть величина постоянная. Цанныя точки наз. 
фокусами гиперболы, а прямыя, соединяющия фокусы съ точками 
гиперболы, наз. радбусами-векторами. 
$ 117. Черчен1е гиперболы. На основаши опредфленйя гипер- 
(Фиг. 71). болы можно начертить ея двоякимъ 
образомъ: по точкамъ и непрерывнымъ 
движенемъ. 


1) Черчене зиперболыь по точ- 
кам. Положимъ даны двф точки Р 
и Е’ (фокусы) и длина КГ, выра- 
жающая разность разстояйЙ каждой 
точки гиперболы до ея, фокусовъ. 
Очевидно, длина А должна быть мене 
ЕЕ’, потому что предположивъ, что 
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точка М есть одна изъ искомыхъ точекъ гиперболы, найдемъ изъ 
треугольника МЕ”, что МЕ’ —МЕ< ЕЕ или КТ ЕЕ’. На про- 
должени прямой КЁ, возьмемъ какую нибудь точку Ри изъ точки 
Е опишемь дугу радусомъ, равнымъ СР, а изъ точки Е’ — дугу 
радусомъ, равнымь КР; точки М и М’, полученныя въ перес®че- 
ви этихъ дугъ, будутъ искомыя, потому что 

ИЕ'—МЕ—=КР—ГР= КГ, и М'Е'—М'Е=КРЫ-ГР=КГ. 

Точно также, если опишемъ дугу изъ точки Ё рамусомъ КР, 
а изъ точки Е-—ращусомь СР, то получимъ еще дв® точки № в 
М№ гиперболы. Взавши на продолжеши КФХ окакую нибудь другую 
точку Р’ и постуливъ также, какъ и въ предъидущемь  случаф, 
найдемь еще четыре точки и т. д.; такимъ образомъ, получивъ рядь 
точекъ, довольно близкихъ другъ къ другу, соединимъ ихъ не- 
прерывною чертою и получимъ приблизительно гиперболу. 

2) Черчеще зиперболь непрерывнымз двиэжешщеме. Даны два 
фокуса Ри Е и длина 2а, опредъляющая разность разетоянй 
отъ какой либо точки гиперболы до ея фокусовъ. Возьмемъ ли- 
нейку МО длиною, большею 2а, и нить такой длины, чтобы раз- 
ность межру плиною линейки и длиною нити равнялась бы 24; одинъ 


конець нити укрёпимъ въ О конц (Фиг, 72). 
линейки и за тзмъ приложимъ линейку 

къ прямой ЕЁ’ такъ, чтобы точка № С ки 
находилась въ Ё”. Свободный конецъ 

нити укрёпимъ въ точкЪ ЕЁ и натя- т 


немъ ея карандашемъ, который дол- 
женъ быть при ребрф линейки и съ 
той стороны, гдф фокусы; укрФпивъ 
конець № линейки въ Е", двигаемъ 
другой конець вверхъ; тогда карандашь, находясь при ребрв ли- 
нейки, опишетъ часть гиперболы. Въ самомъ дз, если предпо- 
ложимь, что линейка приняла положеше Е’О”, указанное на чер- 
теж, то МЕ—МЕ=(ИЕ' + МО")—(МЕ-+ МО")= лин линей- 
нейки безъ длины нити=2а; слёдовательно точка М принадлежить 
гиперболв. Легко такимъ же образомъ, но располагая иначе ли- 
нейку, начертить друг1я части гиперболы. 


Е’ Л Се) 
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$ 118. Выводъ уравненйя гиперболы. Начертимъ гиперболу 

и отнесемь ея къ прямоугольной системв, взявши за ось абициееъ 
прямую, проходящую черезъ фокусы, а за ось ординатъь пря- 
мую, проходящую черезъ середину разстояня между фокусами, пер- 
пендикулярно къ оси 2-въ. Означимъ 2а разность разстоянй ка- 
(Фиг. 73). 


кой либо точки гиперболы до ея 
м  фокусовъ и 2с разетояше между 
фокусами, а буквами 2 и У коорди- 
ваты какой нибудь точки М на 
гиперболы; точку М соединимъ съ 
точками Ри Е’ и изъ точки М 
О А ЕР опустимь перпендикуляръ МР на 
06ь 2-въ; тогда ИР=у, ОР=х, 
РЕ=ОР-—ОЕ=х—с и РЕ’—= 
— ОР + ОГ' = х-с. Согласно 
опредвленю гиперболы, имфемъ: 
МЕ'—МЕ=2а 
или, означивь МЁ’ и МЕ черезъ г, и г, 
и—г=2а; (1) 
кром$ того изъ прямоугольныхь треугольникъ ИЕ”Р и МЕР най- 
демъ, что 


МЕ*=ИР?- РЕ”? и МЕ*=МР*- РЕ 


или 

г, =у+(2- с)? (2) иг =у?+(5—5с)*. (3) 
Вычтя (3) равенство изъ втораго, найдемъ: 

г 2— = (2+ 6)—(2—с)? или г, *—г*=40г. (4) 


Изъ (1) и (4) уравнеый можемъ опредфлить величины ги г, 
въ зависимости отъ х и для этого раздфлимъ почленно (4) ра- 
венетво на (1); тогда получимъ: 


м+т=-— (5) 


слощивъ почденно (1) и (5) равенства, найдемъ: 


п с пли + а, (6) 
а а 
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а вычтя (1) равенство изъ (5),— | 
пре ответ (7) 
а а 
Теперь, чтобы получить уравнен!е гиперболы, возьмемъ одно изъ ра- 
венствъ (2) или (3), напримёръ (3), и поставимъ въ немъ величину 
г; тогда найдемъ уравнене: 


(а 

а 

въ которомъ разскроемъ скобки и сдфлаемъ приведен; полузимъ: 
(сала пуа(о а"); (8) 

но такъ какъ с>>а, то разность с°— а” есть число положительное, 

а потому положимъ: 


с°—@=6°; (9) 
тогда уравнеше (8) обратится въ: 
62 —?у— а? или а°у°— = — а". (10) 


Это уравнеше выражаетъ зависимость между координатами произ- 
вольной точки гиперболы и слФдовательно представляеть уравне- 
ше гиперболы. 

Величину 6 можно опредфлить чертежемъ, потому что изъ ра- 
венства: с’—@а°=5? видимъ, что В есть катеть прямоугольнаго 
треугольника, въ которомъ другой катеть равенъ @, а гипотенуза 
равна с; поэтому (фиг. 73) отложимъ по оси х-въ чаеть ОА=а 
и изъ точки 4 опишемъ дугу радусомъ, равнымъ с, которая’ пе- 
ресфчетъ ось у-въ въ точкахь В и В’; тогда получимъ: ОВ= 
=0В'=5. 

Уравнене гиперболы пишутъ еще иначе, раздфливши всф члены 
(10) уравнешя на 476” и перемфнивъ знаки при членахъ на обрат- 
ные; получимъ: 

с В 
а’ 5? 
$ 119. Если 6=а, то гипербола наз. равносторониею. Урав- 
неше такой гиперболы можно получить непосредственно изъ урав- 
нен!я гиперболь ($ 118), поставивь въ немъ а вмфото В; най- 
демтъ: 
а у?— ат = — а?. а? или 2 —у°—=а’. 


э-- 


206 АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. Отд. УИ. 


$ 120. Изелёдован!е гиперболы по ея уравнен!ю. Оси, 
вершины, центръ, экецентрицитетъь и параметръ гипер- 
болы. Изъ уравнешя а^у’—6?2*=— 76° опредёлимъ у: 


ГРЫ Руа". 


Чтобы У былъ возможенъ, необходимо 2 давать таюя значеня, при 
которыхъ подкоренное количество было бы положительнымь или же 
равно нулю; слфдовательно 2 можемъ давать значешя, большя + а 
и менышя —@ т. е. отъ +а до + и оть —а д —©; от- 
сюда видимъ, что если по оси абециесъ отложимъ отъ начала ко- 
ординатъ (фиг. 74) по 00% стороны части ОА=оОА’'—а и чрезъ точки 
Аи А’ проведемъ прямыя, параллельно оси ординать, то между 
этими прямыми не будеть точекъ гиперболы. Измфняя 2 непре- 
рывно въ промежуткв оть +@ 40 +02 и оть —@ ю —®, 4 
будетъ также измфняться непрерывно отъ 0 до =, потому что 
при 2=-а ши 2=—а, У будеть равняться нулю, а при 
т—+ о или Ф=—оо ‚У будетъ равняться = ; это показываетъ, 
что гипербола состоитъ изъ двухъ отдБльныхъ частей, идущихъ 
въ безконечность и предотавляющихь непрерывныя линш, изъ ко- 
торыхъ каждая наз. вътвью гиперболы. Такъ въ выраж. какъ для 
у при корнф два знака ==, то выходить, что для каждаго значенйя 
д имемь двЪ ординаты, равныя по величинв, но по положеню 
обратныя; отсюда слфдуетъ, что гипербола расположена симме- 
трично относительно оси абецисеь, а потому ось абсцисеъь есть 06 

(Фиг. 74). симметрм кривой. Изъ того же 


у выражен!я для У видимъ, что пе- 

ремвняя г на — 2, величина у не 
ифняется; а это показываеть, что 
двумъ равнымъ, но противополож- 
нымъ абециссамъ, соотвфтетвуютъ 
Р х (ВВ равныя ординаты т. е. гипер- 
бола также расположена симмет- 
рично относительно оси у-въ, а по- 
тому ось ординатъ есть также ось 
кривой. 
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При 2=0, Руа ут, слфдовательно кривая 


не пересфкаетъ оси у—въ. Величина же В, будучи отложена по 
оси У-въ отъ точки 0, дастъ длину ВВ’=26, наз. мнимою осью 
гиперболы; такое назван! оси дано изъ тёхЪ соображенй, что урав- 
неше гиперболы можно получить изъ уравневя эллипеа, пос- 
тавивъ въ нень —6? выфето 5? иди все равно, что БУ’ —1 виЪото 
5; въ эллицев же 2 наз. осью эллипса, а потому въ гиперболь 
26 назвали мнимою осью. 


Точки А и А’ наз. вершинами гиперболы, а длина`.4.4’=2а 
наз. двйствительною или вещественною 06ью; также 0сь ги- 
перболы, проходящая черезъ фокусы наз. пересвкающею осью 
гиперболы, а другая ось, ироходящая черезь середину разстояшя 
между фокусами, перпендикулярно къ пересвкающей оси, наз. не- 
переспкающею осью гиперболы. Изъ выраженя для разности ра- 
дусовъ гиперболы, которая равна 2а, слдуетъ, что разность раз- 
стоянЙ каждой точки гиперболы до ея фокусовъ равна веществен- 
ной оси гиперболы. 

Отношеше разстояня между фокусами къ вещественной оси ги- 
перболы наз. энсентрицитетолмз гиперболы и озназается буквою е; 


2с с 
поэтому е=— илие=р—. 
24а а 


рота 
$ 121. Если положим с, то у= = -, Ие-а; ше а = 


У 


Ь Ь 
—?, а потому у= = —. 6=-=—; слбдовательно, проведя черезъ 
а а ) ) 


точку Е прямую, перпендикулярно къ оси абсциесь до пересвченя 


з 


съ гиперболою въ точкахъь Ки Г, найдемъ, что КЁ= и ТЕ= 


Г 26° 
=-й ЕТ =. Длина этой хорды наз. хараметромз гиперболы 


3 


и означается 2р; поэтому — или (25)?=2а.2р т. е, квад- 


ратз, построенный на мнимой оси зитерболы, равномвренз 
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примоуюльнииу, основаве и высота которою равны соот- 
вптственно дъйствительной оси и параметру. 


& 122. Въ уравнене гиперболы входятъ только квадраты пе- 
ремфнныхь, а потому видимъ, что если уравнению гиперболы удо- 
влетворяютъ (фиг. 74) величины 2=ОР и У=МР, то ему бу- 
дуть также удовлетворять величины: 2=— ОР'’=-— ОР и у—= 
—— МР’ =— МР: слвдовательно треугольникъ ОМ’Р” равенъ тре- 
угольнику ОМР и потому ДИ'ОР’= МОР и ОМ =ОМ т. с. 
что лия МОМ’ есть прямая и дВлится въ точн® О’на дв равныя 
части. А такъ какъ точка М взята произвольно, то выходитъ, что вся- 
кая хорда, проведенная черезъ точку О, длится въ ней пополамъ, а 
потому О точка пересфченя осей гиперболы есть центръ ея. 


$ 123. Употребляя епособъ, изложенный въ $$ 68 и 93, легно 
показать, что для точекъ гиперболы, лежащихь между ея вЪтвями: 
92 —6’а2+а’5?> 0; для точекъ, лежащихь на гиперболв: 
2—6? а5°=0, а мя ‘другихъ  точекь плоскости 
а2)?— 6? а?6°< 0. 

& 124. Оканчивая статью объ изслёдовани гиперболы, пока- 
жемъ, что параболу можно разематривать какъ гиперболу, у кото- 
рой другая вершина находится на безконечномь разстоянит оть 
первой. Для этого сперва найдемъ уравнеше гиперболы, когда на- 
чало координатъ перенесено въ „А вершину гиперболы (фиг. 74), 
а направлене осей координатъ оставлено тоже; при этой систем 
уравненше гиперболы получится изъ уравнен!я а?у?— 62? = — @?6? 
поставивши въ немъ ($ 20) х+а вместо хи у выфето у; по- 


лучимт: 
25° 6? 
а?у’—6°(= + а)?=— а?6* или у*°= — 2—2"; 
а а 
й . 
но-_-=р, @ потому 


2 2 2 
йе или у=2ре-+ . 


у=2ре-+ 


Не измвняя положеня вершины 4 и фокуса №, станемъ увеличи- 
вать а, тогда р будетъ стремиться къ длин® 2АР ($ 94) и ва- 
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вонецъ, когда. а сдёлаемъ равнымъ со, то предъидущее уравнене 
обратится въ У°=2рх, Что и треб. док. 

$ 125. Выводъ уравненйя касательной и нормальной къ 
гипербол$. Поступая при выводф касательной и нормальной, какъ 
указано въ && 95, 97, найдемъ, что уравнене касательной къ ги- 
перболв въ точк® (2,.9:) будетъ: 


2. 
9— = (2—2) 
или 
уу, — та, = — а, 
а уравнене нормальной къ гиперболЪ, проходящей чрезъ туже точку 
(т, 9,), будетъ: 


У а Я (2—=,). 
Эти результаты можно получить также изъ уравнешя касательной 
и нормальной къ эллипеу, подетавивъ таль — 6? вмфето 6. 
$ 126. Уравнене касательной къ гипербол® можно вывести въ 
зависимости отъ тангенса угла, составляемаго касательною съ осью 
абециссъ. Поступая также, какъ указано въ & 96, получимъ урав- 
неве касательной: 
у=те- У ат 6, (1) 
тдВ т есть № угла, составляемаго касательною съ осью абецисеъ 
п 4?т°—6* болЪе или равно нулю. 
Если а’т’—6°—0, то уравнеше касательной приметъ видъ: 


у=тг; (2) 
но изъ уравнешя а77°—6?=0, найдемъ, что т= == р а по- 
а 
тому, замфнивъ во (2) уравневи 22 его величиною, получим: 


Ь Ь 
У=-—ж или у=——х. 
а а 


Чтобъ опредфаить въ этомъ случа координаты точки касавя 
должно ($ 18) рышить совокупно уравнешя: 
ау? — 67 = — 46° и у= = — 
$ а 


. 14 
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изъ которыхь, найдемь, что 2= о и у===Ео т. 6. ЧТО ВЪ ЭТОМЪ 
случав точка касашя лежитъ на безконечномъ разстояни отъ на- 
чала координатъ. 

$ 121. Свойство касательной къ гипербол. Касательная 
ко итерболь дълитз пополамз узолё, составленный радусами 
векторами, проведенными в точку касашя. 


Возьмемь гиперболу и на ней точку М(л.,У,) и чрезъ эту 
(Фиг, 75). точку проведемъ касательную №К, 


у \ которой уравнеше ($ 125) будетъ: 


а?уу, — Бе, = —@6°. 


Для получешя длины ОС поло- 
жимъ въ этомъь уравнени у=0; 


тогда: — $?2а, = —а70*; откуда 
ры 
#=—=0С. 
И 
Слвдовательно 


2 2 
ИО ст Обе“ тб (= е ) г 
2. 


, Ри 2 \ а 
оО ) 
т т == ( а ь 
но ($ 118) на и = 01 а, а потому Ио" п 
а а т 
_ @г. ИО В РС _ МЕ 
о тор у 


Эта пропоршя показываеть, что въ треугольник МЕ’ уголь 
Е'МС равенъ углу ЕМС, 

$ 128. Построенйе касательной и пормальной къ гипер- 
бол. 1) На основанш  предъидущаго свойства касательной, можно 
провести ея къ гиперболв чревъ точку, данную на кривой, слдую- 
щимъ образомъ: надо данную точку соединить съ фокусами и по- 
лученный уголь между радусами-векторами раздёлить пополам; 
это равнодфлящая и будетъ искомою касательною. 
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2) Можно еще провести такъ. Положимъ, чрезъ точку М гипер“ 


болы надо провести касательную; тотда, соединиеь прямыми точву 
(Фиг. 76). 


съ фокусами Ри Ё’, отложимь на 
Е’Мчасть МК=МЕ,; точку К соеди- 
нимъ съ К, аизъ точки М опуетимъ 
перпендикулярь МЁ на КИ; прямая 
МГ будеть искомая касательная. 
Дъйствительно, взавши вакую нибудь 
точку М на касательной и соединивъ 
ея съ точками К, Ри Е", найдемъ, 
что МЕ! —МК<Е'К; но МК=МЁ, 
что видно изъ равенства треуголь- 
никовъ КМ№Ё и ЕМГ, а Е'К = МЕ’ — 
— МЕ=2а и потому МЕ’— МЕ<2а 
т. е. точка № находится внф кривой. 

$ 129. Опред$лен1е длины касательной, нормали, подка- 
сательной и поднормали для гиперболы. Поступая также, какъ 
$ 100, найдемъ: 


та? т ИБ", "+ ау, * 
Те, ТЕ, 5 з 
Е Вт, 

4 2 ® 2 
м6 8 м_Иа у 5*т, 
2 а? 


$ 130. Д1аметры гиперболы, Изъ опредфлени ($ 52) маметра вые 
ходить, что его можно разоматривать какъ (Фиг, 77). 
геометрическое мфето серединъ хордъ, 
параллельныхь данному направлению; 
на основани этого, легко доказать, что 
даметръ есть прямая, проходящая чрезъ 
центръ гиперболы. 

Уравнеше гиперболы есть а“? + 
— 6? = —а76?, а уравпеше хордъ, па- 
раллельныхь данному направлен, есть: 
у=та- п, гдВ т воть тангенеъ угла 
паклонешя хордь къ 06и абоциесъ и 
воть число поетоянное, а ®— ордината 
точки  пересбчешя прямой съ осью 


14* 
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ординать и есть величина перемфнная. Означимъ координаты середины 
одной изъ хордъ буквами х и у, а координаты точки пересёчешя этой 
хорды съ гиперболою буквами 2;, У; И 2», У»; тогда ($ 8) 


ж.-Е т. = 
пе: : о у т [60 
Для опредфленя а, У1› 2. и У», Р%ешимъ уравнешя: 22у?—?2==— 425? 


и У=те--п; подотавивъ величину У изъ втораго уравиеня въ первое, 


найдемъ: 
Затт а?(6? + п?) 


В 
ат — 6? а?т?— 6? 
‚ откуда, 
2а?тпь а?тп р 
2, +2. ре “(09 аа (2). 


Но точка (2, у) чежить на прямой у=те--и, а потому, подставивъ 
сюда виуфсто х ето величину (2), найдемъ ординату середины хорды: 
а?т?п 6°® : 
а. эВ (3); 


+т или у=— 
: у ат 


откуда, раздфливши (2) равенство на (1), получимъ: 
2 Ь? 
—=—_ или у— >. 
х ат ат 
Га 
Это и есть уравнеше искомаго Маметра лля даннаго ряда паралтель- 


ныхъ хордъ; сл5довательно, д1аметръ есть прямая, проходящая чрезъ 
центръ гиперболы. 
Еели означимъ буквою @& уголь, составлявный хордою съ осью абс- 


цисеъ, а буквою а’—уголь, составляемый найденнымь дмаметромъ съ 
2 . 


осью-же абоциссь, то 9—7 и а; откуда 


2 
ваа =: 


Пзъ этого отношения видимъ, что для даннаго значения © можно опре- 
влить значеше а’ и обратно; слфдовательно, всякая система парал- 
Чельныхе тордб имтетв дФаметре и обратно. 

$ 131. Когда гипербола дана чертежемъ, то легко опредфлить центръ 
типерболы и положене ея осей. Для этого должно поступить такъ, какъ 


указано въ $ 103. 


Отд. УП, 


$ 132. Сбопряженные Даметры гиперболы. Сопряженная 
типербола. Теорема. Если Фаметрё дълитз пополам торды, па- 
раллельныя друюму Фламетру, то этото второй Фаметрз также 
дълитз пополамб хорды, параллельныя первому даметру. 
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Означимь буквою а уголь, составаяемый первымъ даметромь съ осью 
абециссъ, буквою @'—уголъ, составляемый съ осью абециссъ одною изъ 
параллельныхь хордъ, которую первый даметръ дфлить пополамъ, и 
буквою В — уголь, составаяемый лдругимъ маметромъ съ осью абециееъ; 
тогда ($ 130): : 

2 
пин 


Хорлы, параллельныя первому Маметру составляють также съ осью 
абоциесъ уголь а, а потому ($ 130) 
$? 
Ба: 


откуда 28 =юа’и В =а'. Равенство: В -&’ показываеть, что тв хорды, 
которыя первый даметрь дфлить пополамъ, параллельны второму д1а- 
метру; эти даметры наз. сопряоюенными. Каждому данному даметру 
соотвётотвуеть свой сопряженный и ебли означимь буквою @ угодъ, 
составяяемый однимъ даметромь съ осью абсцисеъ, и буквою @’ уголь, 
составляемый сопряженнымь д1аметромъ съ осью абециссъ, то ($ 430) 

ь 2 

{ва ва = сай 

о 

откуда 24 == . 
Если &=0, 10 64’ = и а’=90° т. е. если одииъ даметръ сов- 
падаеть съ переебкающею осью, то сопряженный съ нимъ совиадаеть 
съ непересвкающею осью; если @ будемь увеличивать оть 0° до 90°, 
то ва будеть увеличиваться, а {2а’, сабдовательно и @’, будуть умень- 
шатьея т. е. даметры будуть приближаться другъ къ другу. Если 


Ь Ь Г > 
т. м а’ ===——; слфдовательно въ этомъ случаЪ да- 
а а 


метры сливаются. 
} 133. Теорема. Изг двуже ` сопряженныяь даметровв одинё 
не пересткаетв зиперболя. 
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Изь равенотва: 
р 


И: 
и 


Ь Ь 
видимъ, что если ва<—,, то ва’ > слъдовательно, если уравне- 


ня сопряженныхь даметровъ вида: 
у=ёх и у=Ёх, 

в Ь г 

тв К=фаи фа, то <— и И. 
а а 
Чтобы узнать даметрь у=Ёх пересфкаеть ли гиперболу, рёшимъ урав- 
нен1я: 
Ут и 97° — 67° — 96°, 

откуда найдемъ: 


х 


аб 
394? 


== Е и у== 
Иа у 
Ь 
Такъ какъ <, то Б>ак или 65°> а" неравенетво-же 6?> а*#* 


показываеть, что разность подъ корнемъ есть число положительное т. 6. 
величины хи у суть дёйствительныя; отсюда выходить, что Маметръ, 
котораго уравнене у=а, пересвкаеть гиперболу. Чтобъ узнать пере. 
свкаетъ-ли гиперболу второй маметръ, котораго уравненше; у=/'2, надо 
ршить уравнения: 


У=Ёх и 9 у?— 62 2°—=—а16"; 
откуда найдемъ: 
ы 1) зи ак’ 
пуйаи: " Пуна 


Г, 
Такъ какъ <", то хай’ или 6°<а*}'?; это неравенство показы- 


ваеть, что подъ корнемь разность есть число отрицательное, а слЪ$до- 
Иа ; 
вательное у’5*— 49°’? есть выражене мнимое; отсюда видимъ. что © 
и у суть мнимыя выраженя т. е. второй даметрь не пересбкаетъ 
ь Ь 
гиперболы. Еели-же И тои т ($ 132); въ этомъ елучав 
при опредфленши точки пересфчен!я д!аметра съ кривою, найдемъ, какъ 
видно изъ предъидущихь выраженй дшя фи У, чЧ10 т==® и 
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у=- т. в. когда маметры типерболы сливаются, то онё не пере 
свкаютъ кривой. 
$ 134. Если въ выражешяхь х и у, данныхъ для точки перес®че- 
щя даметра у=# съ гиперболою, перемёнимъ знаки въ многочленв 
Ь?— а"? на обратные, то найдемъ, что 
а5 абк’ 
= 


И М у. 
УеЕ”— р? уе! 2—1? 


Эти величины хи у опредфляютъ положене точки на гипербол, у 
которой дзйствительная полуось есть 6, а мнимая полуось есть @, и 


которая расположена относительно данной, какъ указано на фигур 78. 
(Фиг. 78). 


Дьйствительно, исключимь изъ выра- 
женй для д иу число А’ и для этого 
раздёлимь почленно одно уравнеше па 
другой; найдемъ: 
а подотавивъ величину А’ въ выражен! 
дня 2, получимъ: 


упростивъ это равенство, найдемъ: 


ау? — 6767, 
откуда, раздьливъ обЪ части на а75?, получимъ: 
у 2? . 
ше 
Это есть уравнене гиперболы, расположенной по оси ординать и у 
которой дЪйствительная полуось есть 6, а мнимая есть а. 
Эта вторая гипербола, относительной данной, называется сопря- 
эженною. }\ 
$ 135. Теорема. Касательная кв зиперболь, проведенная кб 
концу тою Фаметра, который пересткаетв зитерболу, параллельна 


другому даметру, сопряженному сз даннымг. 

Положимъ, что касательная ЭТ проведена чрезъ точку С(2,, у,) конецъ 
маметра СР (фиг. 79), и составаяеть съ осью абоциесъ уголь В; озна- 
чимъ уголь, составлявный дмаметромъ СР съ осью абециссъ, буквою @, 
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а уголь составляемый даметромь С’Д’ съ осью абецисеъ, буквою @’; 
(Фиг. 79). тогда ($ 132) 
‚26а 
Часа, р 
Уравнеше прямой СО, какъ прохо- 
дящей чрезъь точки (0,0) и (5, у,), 
есть: у= а; слфдовательно а=® о 
2 Е 
: И 
Также ($ 125) оли: и 
потому 
Ь? 
ав =. 


Сравнивъ это равенство съ предъидущимь, видимъ, что ва’ = {8 
откуда @’=В т. е. что касательная составляеть съ осью абециесъ та- 
кой-же уголь, какой ооставляеть д1аметръь С”О’; это-же показываетъ, 
что касательная параллельна сопряженному д!аметру С’Л". 

$ 136. Выводъ уравнен1я гиперболы, отнесенной къ ево- 
имъ сопряженнымъ д!аметрамъ. Примемь направлеше д/аметра 
ОС (фиг. 79) т. в. того, который пересзкаеть кривую, за ось абециссъ, 
а направлен! дЛаметра ОС” за ось ординать и означимъ уголь СОх 
буквою @, а уголь С”Оз буквою а’. Пусть координаты ‘точки гинер- 
болы, относительно прежней системы, будуть 2 и у, а координаты той 
же точки, относительно новой системы, будуть Х и У; тогда ($ 23): 


== Хв0за- Усоза’ и у=Хзта-- Узта’. 


Подставивъ эти величины 2 и У въ уравнене гиперболы: 


ау? — 6? 2==— 76°, 
найдемъ: 
а Хуа Узта’)?—6?( Хсоза - Усоза' = — а°6? 
или 
Х*(а’зт?а— 660574) - У(а?5ш?а' — 6*с05?а')-- 
+2ХУ(а?зтазша' — 6?оозасоза" ) == а76?.`. с (1) 
Но ($ 132) : 


6? и 
вора —=—, или а’зшазша’ =6°6089.6054'; 
О. 


# 
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сафбдовательно коэффищенть при ХУ равенъ нулю и уравнене гипер- 
болы, отнесенной къ новымъ осямъ, будетъ: 
(а?зш?а— 6260324.) Х?-+ (а?зш? а" —6 03а’ )У*= —а?6°. (2) 
Положивъ въ этомъь уравнеше У=0, найдемъ: 
& — а? 
— ази?а— 62608?” 

а положивъ Х=0, получимъ: 

у— — а”? 
—_ а?а' — 6260824” 


Въ выражени для Х? знаменатель есть число отрицательное ($ 133), 

а потому дробь есть число положительное; въ выражени же для У? 

знаменатель есть число положительное ($ 133), а потому дробь есть 
число отрицательное; ‚ положимъ: 

— а? 


а?зш?а— 6260324, 


—а75? 


аи ее 
аш?’ —6°605?а 


в", (3) 


гб (фиг. 79) а’ =0С, а /’—=0С'; изъ этихъ равенствъ имемъ: 


эра 22 
. : а'6 р 
а?зша— 6260524 = — ая И азш?а' — 0260379, = (4) 


подставивъ эти величины во (2) уравнене, получимъ, по сокращенш, 
Х? у? 


8—1 или @'2У—6'2Х—= — 9267, 


Отсюда видимъ, что уравнене гиперболы, когда за оси координать 
взяты направленя сопряженныхь д!аметровъ, тоже самое, каков полу- 
чили въ $ 118, когда за оси координать были взяты паправленя глав- 
ныхь д!аметровъ. 

$ 137. Изъ равенетвъ (3) имбемъ: 

936 = - м - 
7 (62603°а — а? а)(а?зт?а’ —6?е08°а’) 


тд 
(6? с05?а, — аш?) (ат? а’ — 6? в08?а')= 
= а? (5т?а' 6034 + 603?’ ЗШ?а )— а‘зт?изш? а" — 64603000834" = 
= а*6*(зш?а'с03?а — 2зшазша, 60300089" 60329" ?а) + 
— (аз ш?азт? а’ —2 а?6°тазша' 0089 воза” - 64603?@608°а)= 
= а*6*(зша'с03а — воза’ зша )?— (азшазша” —6°с03а608а’)*; 
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но ва’ с0а— воза’ зта-зика' —а), а?зтазта’ —6?с03ае0за’ =0, а по- 
тону (62605?а—а?зит о) (авиа —В?ооз?а”) = ай 695 ш” (а — в) ` 

И 


а’ 216“ га 226? З 
‚ аа -9 за фа) 
откуда 
и 2 или а’б'зш(а’ —а)=а6 
91’ — а) ях 


Здвеь а’—а есть уголь, закдючающися между сопряженными паметра- 
ми, аа’ и’ суть сопряженные полудаметры; поэтому выходить, что 
площадь параллелорама, построеннаго на полудзаметрато, равна 
площади прямоугольника, построеннаю на полуосятв зиперболы. 

$ 138. Изъ равенствъ (3) имемъ еще, что 


а" а26 (ва 1) р 16а +0 . 


аа. а’ —6° ’ 

ев ‚61-26? а 
но ($ 132) ва т а потому 6 мег 5 
и 
а? зв 6 'а 1)_ на ч"а _ абв а 6—0 аа 

ата 6—9 6?— ава 
— (4—6?) (6°— 2745?) ав 
6 — аа 


т. в. разность квадратовъ сопряженныхъ полудаметровъ равна разности 
квадратовъ полуосей гилерболы, 


$ 139. Уравненя: 


2 
цаши =", а’ зи(а' — ада и а*—6'=а?— 65° 
> 
дають возможность по тремъ даннымь изъ шести величинъ: а, $, @', 
и, чи’ опредёлить остальныя три. 
Бели гипербола равносторонняя, то а=6, а потому а'*—5'?—0 или 
а'=8'; въ этомъ случаВ уравиеше гиперболы будетъ 


2—у—= а”. 


$ 140. Дополнительныя хорды. Смотри $ 109, 110 и 111. 
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$ 141. Директриесы гиперболы. Въ гиперболв, мы нашли, 
что ращусъ— векторъ 


МР и ° (#— : © 


(Фиг. 80). 


а? 
гдЪ дробь а будетъ мензе @, потому 
что предетавивъ ея въ видё произведе- 


. а 
НЯ: а увидимъ, что множитель 


-<ь а потому а. с <. Проведя’ 
прямую ДЕ, перпендикулярно къ оси х-въ, на разотояни _ =4 
отъ оси у-въ и опустивъ перпендикуляръ МР на обь 2-вЪ и МК на 
прямую ДЕ, найдемъ: Об=4и 2—4“ =0Р— 090=РО=МК 
и потому (1) 

МЕ=° ИК пли МЕ: МК=с: а 


т. в. отношене разстояшй точки М гиперболы до фокуса Е и пря- 
мой ДЕ постоянно и равно оксентрицитету гиперболы; сл дова- 
тельно прямая ДЕ есть директрисса гиперболы. 

Изъ выраженя для 4 имфемъ, что 4: а=а:е; это равенетво па- 
казываетъ, что вещественная полуось гиперболы есть средняя 
пропорц. величина между разстояшемъ отъ центра гиперболы до фо- 
куса и отъ центра гиперболы до директрисы; поэтому, для построена 
директриссы, отложимъ на Оу часть ОС=а и, соединивъ прямою, 
точки Е’ и С, возставимъ перпендикулярь изъ точки С къ ЕС, 
который переефчеть овь абоциссъ въ точ ПД; тогда ОБ будетъ 
равняться 4, а потому, проведя черезъ точки Р прямую парал- 
лельно оси увъ, получимъ директрисеу гиперболы. 

Другому фокусу гиперболы соотвфтетвуеть пругая директрисса, 
которую получимъ, отложивъ по оси абоциссь часть ОО'=4 и 
проведя чрезъ точку О’ прямую О’Е", параллельно оси ординатъ. 
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Въ самомь дфлВ, опустивъ изъ точви М перпендикулярь МК” на 
прямую О’Е’ и соединивъ точку М съ Е’, найдем: 


й 7 а’ ‘е а? 
МК'=РО’—=ОР+О=а+“ 979, 
с с 
р3 
ср ста 
о чет, 
а а 
а потому 
т сх+а’ сс-+а 
МЕ’. ИК’ т ро 


а с 


$ 142. Асеимптоты гиперболы. Опредфлимъ точки пересвче- 
шя гиперболы: 
@у?— 6‘ = — а 60° (1) 
съ прамою 
у=тх, (2) 
проходящею черезъ центръ гицерболы; для этого, какъ уже извЪет- 
но ($ 18). надо рышить совокупно {1) и (2) уравненя; получим: 
ыы аб ие таб | 
ИР-ат ИР а 
Изь этихъь выражешй для х и увидимъ, что онф будуть только 
возможны при 6°— 4*т?>>( и что въ этомъ случаЪ каждая изъ пря- 
мыхь пересфкаетъ гиперболу въ двухъ точкахь, лежащихъ на проти- 


воположныхъ сторонахъ относительно осей координатъ. Изъ условя 


О, р? Ь Ь 
же 6°—а*т°> 0 выходить, что т ли т у 1 тр % 


В а Т 
е. при значешяхь т, взятыхъ между = т Ат» прамая (2) 


будеть пересзкать гиперболу въ двухъ точкахъ. сли же т положим 
р 


равнымь км или м то га Илит ЛАрС Л и = 
а а а 

==. У=-оо; это показываеть, что прямыя въ этомъ случа® 

будуть имбть съ гиперболою общёя точки на безконечномь разотоя- 

ни отъ начала координатъ и ихъ уравненя получимъ, поставивши 

вывето т во (2) уравнене его величину; найдемъ: 


нае. р =——2 
т о 
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`Эти прямыя легко построить, когда дана гипербола; для этого 
чрезь вершину 4 проведемь прямую, паралеллельно оси У-въ, а 
изъ точки О опишемъ дугу рад- (Фиг. 81). 
усомь ОР=е, которая пересе- 
четъ проведенную прямую въ точ- 
кахъ Си С’; тома АС = АС’ 
= И 06—04? =У с—а*= Ц. 
Проведя чрезъ точки О и С прямую, 
получимь ту, которой уравнеше 


=, потому что #С0х = 
АС 
=9д=-и} Проведя же прямую 
чрезъ точки О и С’, получимъ 
ту прямую, которой уравнеше 
ь } 
у=— 02, потому что =00г=1(180°—С0х)=—18С0х= 


и до й 


а 
Цля прямыхъ, лежащихъ внутри угла. СОх, которыхъ общее уравне- 


Ь 
не уУ= их, коеффищентъ я будетъ' положительнымъ и менъе т для 


прамыхъ-же. лежащихь въ угль С’Ох и которыхъ общее урав- 
неше у=лиж, коэффищенть т будеть отрицательнымт и боле 


ь | 
м слфдовательныя прямыя, проходящя зрезъ центръ гипер- 


болы и внутри угла СОС’, удовлетворяютъ условно, чтобы ° былъ 
болфе ат”, а потому эти прямыя будутъ пересфкать геперболу. 
Чтобы составить ©ебф яеное понят о расположени гиперболы 
Ь 
относительно прамыхъ: = т опредфлимъ раз- 


ность между ординатою точки’иривой и соотвётетвующею ордина- 
тою точки одной изъ этихъ прямыхъ, имвющихь ту же обециссу. 


Возьмемъ уравнен!е гиперболы: 
® 


а — = фа 
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и уравнешя прямыхь ОС и ОС’, которыя могуть быть соединены 
въ одно уравнеше: 


-т. 


а |= 


у== 


Означимъ ординату, опредзленную изъ уравневя гиперболы, чрезъ 
$', а ординату, опредфленную изъ уравнешя прямыхъ ОС и ОС’, 
при той-же абсциссв, чрезъ у„; изъ уравнешя гиперболы найдемъ: 

Ь? 
у» ао —6?, 


а изъ уравнешя прямыхъ ОС и ОС’, что 
Ь чи. а 
Е. или Уа 82 Я 


откуда 
Чи уь?=6° или (У, — 9» (Ув +) =; 
слЪдовательно 
Ь? 
Уа+У ° 


Такъ какъ, съ увеличешемъ 2, увеличиваются “ординаты У, и У», то 
поэтому дробь во второй части (5) равенства будетъ уменьшаться, 
а слвдовательно и разность у,—9» будеть также уменьшаться; 
когда же 2== =, 10 У== и У, == и Кробь (5) равна 
нулю т. е. разность между соотвётетвующими ординатами будеть 
равна нулю; другими словами, кривая съ соотв тетвующею прямою 
будеть имфть общую точку; прямыя ОС и ОС’ наз. ассимптотами 
типерболы, Слёд. ассимптотами гиперболы наз. прямыя, къ которымъ 
кривая приближается по мфрЪ’удален!я ея точекъ отъ центра и нако- 
нецъ съ нею сливается на безконечномъ разстоянш отъ центра кривой. 
Вообще ассимптотою кривой наз. такая прямая, точки которой 
вё извъстномс направлени постоянно приближаются кз кривой 
и паконеце сливаются св нею на безконечном5 разстояни 
отз начала координатв. 

$ 143. Выводъ уравненйя гиперболы, отнесенной къ ея, 
ассимптотамъ. Примемъь одну изв асонмитоть, напр. ОС“, за ось * 


Ч.— Ук == (5) 
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абсциссъ, а другую за ось ординать (фиг, 81) и, взявши какую либо 
точку М на кривой, означимъ ея коорди- (Фиг. 82). 

наты относительно прежней системы бук- 
вами 2 иу, а относительно новой буквами 
Х и У; означимь уголь С02-— С’Оз бук- 
вою ф. Чтобы составить уравнене гипер- 
болы при новой систем®, опредёлимь 2 и 
у по Х и; для этого воспользуемся 
формулами ($ 23), гдЪ для даннаго случая 
надо поставить 90° вместо ю, —ф вмбото 
си ф вмсто @; получимъ: 


_ Х8щ(90° + 2) = Узи (90 — —$) 

$1190° 

—_ Хи — ф)-+- Узи 
3190° 


Хсозф -- созф = (Х- У)с05ф, 
—Хяпф + Узаф=(У—Х)з1ф; 


Ь 
но 9=т, а потому 


Сльдовательно 


Иа ‚(ХУ 


(5) 


Уа?-5? и Иа 

Подставивъ эти величины 2 и У въ уравнен!е 
а? — 632 —-— а? или 620 — а? эр 
гиперболы, отнесенной къ прежней систем, получимъ уравнеше: 
ь + а\(У—Х)?5? 


= Е:.21$ 
а? а? 6? вы 
гиперболы при новой систен®. Упростивъ это уравнеше, найдемъ: 
2 2 
а -5 


Хи= или ХУ=т? (6) 


4 


2 2 2 
а $ 
ГВ т?—= в ее ® 


4 4. 
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Если гипербола равносторонняя, то 6= а; въ такомъ случав уравне- 


не гиперболы, отнесенной къ ея ассимптотамъ, будетъ 
а? 

к 
Ассимптоты же равносторонней гиперболы будутъ взаимно перпенди- 


2 
ху" или ХУ= 


р 
кулярны, потому что и=«=о =1иф=45°, а 2С0С'=23ф-=90°. 


$ 144. Впрочемь формулы (5) можно получить непосредственно изъ 

чертежа (фиг. 83). Опустимъ изъ точки М перпендикуляръ МР на ось 2-вЪ 

(Фиг. 83). и проведемъ изъ точки же М прямую, па- 

у раллельно ОУ; тогда ОР==х, МР=Уу, 

ОК=Х и МК=У. Означимъ уголь У0х= 

`° =ХОх буквою ф и изъ точки К прове- 

демъ прямую, параллельно оси х-въ, до 

пересвченя съ МР въ точк® [); также изъ 

| ® точки К опустимъ перпендикуляръ КО на 
Г, ось 2-въ. Изъ чертежа видимъ, что 


#=0Р=00+0ОР=00 +ЕГ, а 
у—=МР= МГ—РГ—МЕ-—КО; 


и] 


изъ прямоугольныхь же треугольниковь ОКО и КМЁ имфемъ: 
00=Хоозф, КО=Хзтф, КТ= Усозф и МЁ— Узтф, 
и потому 
х—=Хе0зф - Усозф или г=(Х-+ У)с0зф 
у= Узтф — Хзшф или у=(У—Х)зшф. 
Замфнивши же теперь с0°4 и зшф ихъ величинами (4), получимъ 
(5) формулы предъидущаго параграфа. 
$ 145. Свойства аесимптотъ гиперболы. Изъ точки М гиперболы 
(фиг. 82) провед рямыя, параллельно ассимптотамъ, до ветрёчи 
съ ними въ точка и М; тогда ($ 143). 
Рак ок. ом (1). 
Умноживъ 068 части послбдияго равенства на зтСОС’=512ф, най- 
демъ: ; 
2 


3 
® ОК. ОМ. т2ф=“ т „912, 
м 4 


ОК. МК= 
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тдь первая часть предетаваяеть площадь параллелограмма ИМОК и 


‘потому 
2 2 
площ. имок=^— +". 231608 ф 
или (6) 
а ь а а 
площ. ММОК—= о 8 
а 4 Уг-+в уе 2 ® ‚ 


Ольдовательно площадь параллелорамма, отраниченнаго ассимп- 
тотами и прямыми, проведенными параллельно ассимптотаме, есть 
величина ‚постоянная и равно половинть произведене полуосей зи- 
перболы. 

$ 146. Но площадь параллелограмма также равна произведению осно- 
вашя па высоту, а потому опустивши изъ точки М (фиг. 82) перпен- 


‘дикулярь М№ на прямую ОС и МК’ на прямую ОС’, найдемъ: 


площ. ИМОК=ОК. МК’ и площ. ИМОК—= ОМ. М№'; 


откуда, перемноживъ почженно эти равенства, 
(площ. ИМОК)°—=ОК.ОМ, МК’. ММ, 


з 2 р 
тдЪ (8) площ. имок=", а (7) оком" и слёдовательно 
а? а? ; + 

НБА ВВ . М 
а т. МК’. ИМ, 
„М 426? 
а МК’. МУ О 


теюда видимъ, что произведеше разстоянй каокдой точки гитер- 
болы д0 ея ассимптотб есть величина постоянная и равна произ- 
веденйю квадратовз полуосей, раздтленному на сумму квадратовв 
полуосей же зитерболы. 
° $147. Опредфлене площади отрзка гиперболы, Начер- 
тимъ тинерболу (фиг. 84) и ея асоимптоты; тогда уравнене гиперболы 
отнебенной кЪ ен ассимптотамь будеть ($ 143): 
ху=т*. 
` 
Опредфлимь площадь отрёзка гиперболы, ограниченнаго кривою, осью 


абециесь и двумя ординатами т. е, площадь отрёзка ЛПУРО (фиг. 84). 
$ 15 
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Означимъ координаты точки № буквами а и 6, а координаты точки Р 
(Фиг. 84). буквами а, и, и раздвлимь МО на 
у п такихъ частей, чтобы абециевы 
точекъ дъленя составляли геометри- 
ческую прогресотю : 


"— 
а, 94, а4*,... и а4"=а, 


т. в. чтобы абоцисса точки № была 
з а4, абецисса точки №” была 94° и 
о мммм"о * т, д; въ увеличешемъ 2 знаменатель 
прогреееш уменьшается и когда % 
неопредёленно увеличивается, то разстояше между двумя послфдова- 
тельными точками неопредфленно уменьшается и приближается къ нулю; 
слёдовательно 4 приближается къ единиц. Изъ точекъ д®лешя №, 
М’,. .проведень прямыя, параллельно оси ординать, которыя вотрб- 
тять кривую въ точкахь №, №',...; потомь изъ точек дБлешя про- 
ведемь прямыя влёво, параллельно оси абсцисеъ, до встрёчи съ бли- 
жайшими ординатыми; такчиъ образомь получимь рядъ параллелограм- 
мовъ, описанныхь около отрзка. Очевидно, когда п увеличивается, то 
сумма площадей параллелограммовь приближается къ своему предёлу 
площади ММРК и когда п=со , то сумма площадей параллелограмиовъ 
будеть равна площади отрфзки МАРО. 


Основашя параллелограммовъ суть: 
МИ' =а9—а==а(9—1), М’ М" =а9*—@4==9а49(9—1),.... 
и 24"— 4" =а4" (4—1); 
друмя-же стороны параллелограммовъ суть ординаты точекъ М,№',№,... 
типерболы, соотвфтетвующя абоциосамь: @, 24, 44°...44"-—"; но такъ 
какъ точки №, №,№"...лежать на кривой, которой уравнене: ху=” 


2 
или У то ординаты точекь №, №, №",...суть: 


т? т? т? т? 
Пзъ тригонометрии же извфотно, что площаль параллелограмма равна 


произведеню двухъ смёжныхь сторонъ на синусъ угла между ними; по- 
этому, означивъ угожь между осями координатъ буквою ®, найдемъ: 
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р 
площ. парал. И’М=ИМ’. ИМ то -—=а(9—1).” шо =(9—1)т то; 
а 


2 
площ. парал. М" № = М'М”.М' М шо = 24(9—1)* зшо= 
44 
=(4—1)т? що ит. д. 


Означивъ сумму площадей вефхъ параллелограммъ буквою $, полу- 
ЧииЪ: 


$=1(4—Пт? вю. 


ИЕ 
а. 
Такъ какъь 9=а4”, то о ы; а мы видьли, что съ увеличенемъ п, 


п 
а 

4 приближается къ единицф, а потому положимъ: У ———=1-а, гд® а 
а 


стремится къ нулю при неопредёленномъ увеличени я; отеюда 


1са, —ва < 
—=18 (1-9) 
или 

о-ва 
15(1-а) * 

саЪдовательно 

‚_ (5 Ва зе, — (ва, —ва)т5то } 
18(1- 9) 


1 
— А-а 
«8 -а) 
1 1 
Но т 5(1-+а)=16(1-- 4)“; изъ алгебры же также извфотно, что когда 
неопредфленно увеличивается, то а приближается къ нулю и при ®==оо 
1 
15 (1 + а) = ве, гдЪ е основане неперовыхьъ логариемовъ; поэто му, по 


ложивъ въ предъидущемь равенствё я=оо, найдемъ, что искомая 
площадь 
РЕ) (ва, — ва) т?зшю 
ое 
7 — т о — 

Если уравнен!е глиерболы ту=1 и у02=90°, а=1 и а, =, то 
принявъ за основаше логариемовъ число е и означивъь хлогариемъ при 
этомъ основанш буквою 2, похучимъ: 

8=й. 


15* 
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ЗАДАЧИ: 


1. Дана гипербола: 2°—3°=4 и точки: (1,1), (2,0), (—3, —2), 
(—4,2), (3,1) и (—4, —3). Воторыя изъ этихъ точекъ лежать на дан- 
ной гиперболв, между вЪтвями гиперболы и внутри гиперболы ? 

2. Опредфлить полуоси гиперболы, уравнение которой: 2°—4у°—=9. 

3. Опред. эксцентрицитеть гиперболы, уравнене кот. 4у?—°=9. 

4. Начертить кривую: 162°—9у°=25. 

5. Написать уравнен!е гиперболы, когда направлен!е мнимой оси при- 
‘мемь за ось абециесъ, а направлен!е дЪйствительной оси за ось ординатъ- 

6. Начертить кривую: 97°—162—25. 

7. Написать. уравнен!е гиперболы, когда начало коордипать перенесемъ 
въ точку (№,#), лежащую на типербол%, а направлене осей координатъ. 
оставимъ тоже. 

8. Найти точки пересвченя гиперболы: ху==б съ прямою: < + Зу=11. 

9. Опредёлить точки пересёченя гиперболы: 21°—у—=—2 съ пря” 
мою: 22+ 3у=8. 

10. Опредфлить точки пересфчешя гиперболы: 1 —у—4 съ прямою: 


#—у=4. 
11. Найти точки пересфчешя гиперболы: 42*—у’==16 съ прямою 
у+22=0. 


12. Опредвлить абоциссу точки пересфчен!я нормальной къ гипербол® 


съ осью абецисеь. 
18. Найти точки пересёченя гиперболы съ эллипсомъ, ИМВЮЩИиМЪ 


тотъ-же центръ. 
14. Опредфлить координаты точекъ пересфчен!я касательной къ гипер“ 


боль съ осями координатъ. 
15. Найти уравнеше касательной къ типерболв, проходящей чрезъ 


точку К (фиг. 74), а также опредёлить длину касательной. 

16. Найти уравнеше нормальной къ гиперболь, проходящей чрезъ, 
дочку К (фиг. 74), а тавже опредфлить длину нормали. 

17. Если нормальная, проведенная чрезъ точку К (фиг. 74) гипер- 
болы, проходить и чрезь конець В мнимой оси, то какой долженъ быть 
энецентрицитеть этой гиперболы ? 
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18. Найти уравнене прямыхъ А’В и ОК (фиг. 74). 

19. Найти уравнеше прямой В’Е (фиг. 74) и опредёлить координаты 
точекъ пересёчешя этой прямой съ гиперболою. ' 

20. Опредфлить точку пересчешя касательной къ гиперболь, прове- 
денной чрезъ точку К (фиг. 74) съ прямою ЕВ. 

21. Чрезь точку М (х,, у,) гиперболы и фокусъ Ё проведена прямая, 
«Опред. абецисеу другой точки пересфченя прямой МР съ гиперболою. 

22. Найти уравнене прямой АК (фиг. 74) и опредфлить уголь между 
АК и касательною, проведенною въ гиперболв чрезъ точку К. 

28. Найти уравнене касательной къ гиперболв: 22*—3у°=5, про- 
веденной изъ точки (1,3). 

24. Найти уравнене касательной къ гиперболь: 42°—у?=15, па- 
раляельной прямой: 8&—у=3. 

25. Найти уравнеше касательной къ гипербоя: 5у’— 32 2=0, 
параллельной прямой: 22=1. 

26. Найти уравнене касательной къ гипербол5: 2°—4у=—9, па- 
раляельной прямой: у-- 2=0. 

27. Найти уравнен!е касательной къ гипербол: 2°—у°=4, периен- 
дикулярной къ прямой: 22-5у-+1=0. 

28. Найти уравнен!е касательной къ гиперболв: 162*—25у*=9, пер- 
пендикулярной къ прямой: у-+0,2=0. 

29. Найти уравнеше нормальной къ гиперболв: 2°—3у°=4, прове- 
денной параллельно прямой: 32—2у=4. ` 

30. Найти уравнен!е нормальной къ гипербол: 3у*—22°—1, про- 
веденной перпендикулярно прямой: Зу—2—9=0. 

31. Найти уравнен!е касательной и нормальной къ гиуерболь: ху= А? 

82. Показать, что изъ точки, взятой между вфтвями гиперболы, можно 
кЪ ней провеети только дв касательныхъ. 

33. Найти на гиперболь тая точки, чтобы касательныя, проведен- 
ныя чрезъ нихъ, были бы равно наклонены къ осямъ. | 

34. Найти на гиперболв такую точку, если чрезъ которую проведемь 
касательную, то она составляла бы съ осью абециееъ уголь въ 60°. 

35. Найти на гиперболь такую точку, еели чрезъ которую ‘проведемъ 
нормальную, то она составляла бы съ осью абсциосъ уголь въ 135°. 

36. Найти уравнене гиперболы, проходящей чрезъ точку: (2, ИЗ) п 
(И, —3) и которой центръ въ началё координать, & ®’и совпадаютъ 
съ осями координать. 
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37. Найти уравнен!е гиперболы, которой центръ въ началв коорди- 
натъ; а оси совпадаютъ съ осями координатъ, и когда еще извфетно, что. 
касательная въ точкв (4, 2) этой гиперболы, соетавляетъ съ осью абециесъ 
уголь въ 455. 

38. Провести касательную къ гиперболь изъ точки, взятой внЪ ги- 
перболы. Я 

39. Провести касательную къ гиперболь, параллельно или перпенди- 
кулярно данной прямой. 

40. Провести къ гиперболв дв касательныя, которыя составляли бы 
данный уголъ. 

41. Начертить гиперболу, зная мфста фокусовъ и одну точку искомой 
кривой. 

42: Начертить гиперболу, когда даны фокусы и касательная. 
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43. Начертить гиперболу, когда данъ фокусъ, вершина и касательная. 


44. Начертить гиперболу, когда данъ фокуеъ, дв касательныя и на 
одной изъ нихъ точка касания. 

45. Начертить гиперболу, когда даны три касательныхь и фокусъ. 

46. Найти центръ гиперболы, когда даны оси, одинъ изъ фокусовъ 
и точка гиперболы. 

АТ. Опредфлить тантенсь угла, составляемаго нормалью, проведен- 
ною чрезъ точку М кривой, съ прямою, соединяющею точку М съ цен- 
тромъ гиперболы. 

48. Если ф означаеть уголь, составленный касательною къ гипер- 
6015 съ радусомъ векторомъ, проведеннымъ въ точку касашя, то, раз- 
стояве оть точки касашя до центра кривой равно а? 66 ф. 

49. Пусть М(а,, у,) означаеть одну изъ точекъ гиперболы, которой 
уравнене: 42у?— 62 — 476°, а Аи А’ суть вершины тинерболы. По- 

2 


— Ш. 
казать, что АМА о 


50. Пусть М (ал, У.) означаетъ одну изъ точекъ гиперболы, которой ура- 
внене: а?у?—622°—=— 767. Показать, что тангенеъ угла, составляемаго 
касательною къ гиперболь, проведенною чрезъ точку М, съ радусомъ 

$? 
векторомь МК, воть — - 
су, 
51. Показать, что длина нормали для гиперболы, ограниченная точкою 


Е 
кривой, чрезь которую проведена, и осью абоцисеъ, равна лу гг, а 
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между тою же точкою и осью ординатъ равна “БИ гг,» гв г и г, буть 
радусы-векторы разсматриваемой точки гиперболы. 

52. Изъ точки (№, К), взятой вн® гиперболы, проведены къ ней каса- 
тельныя. Найти уравнене хорды, соединяющей точки касаня. 

53. Опредёлить разстояне отъ центра гиперболы до нормальной, про- 
веденной чрезъ точку, взятую на гиперболв. 

54. Опредёлить произведение разстоянй отъ фокусовъ гиперболы до 
касательной къ ней. 

55. Чрезь точку М гиперболы проведемъ касательную, которая ветр*- 
тить непересфкающую ось гиперболы въ точкь (7; изъ точки же М 
опустимъ на туже ось перпендикуляръ МО. Означивъ центръ гиперболы 
буквою О, показать, что ОЙ .00=5>. 

56. Чрезь точку М гиперболы, которой центръ есть 0, проведемъ 
касательную, которая ветрзтить перескающую ось гиперболы въ точк® 
М; если изъ точки М опустимъ перпендчкуляръ МР на эту же ось, то 
ОР.ОТ=а?. 

57. Касательная къ гипербол® въ точкф М пересфваеть дёйствитель- 
ную ось ея въ точкё Т, а перпендикуляръ, возставленный изъ точки Г 
кь дьйствительной оси АА’, встрёчаеть прямыя МА и МА’ въ точкахь 
Ои О’. Показать, что ОТ=0О"Т. 

58. Чрезь какую нибудь точку М гиперболы, центръ которой есть О 
и фокусы суть Ри Е’, проведемь нормальную, которая пересфчеть 
дйствительную ось въ точкё (0; изъ точки же М опустинъ перпендику- 
дярь МР на прямую ЕЕ’. Показать, что отношене РО къ соотв тотвую- 
щему радгусу-вектору точки М равно экецентрицитету гиперболы. 

59. Чрезъ какую нибудь точку гиперболы проведемь нормальную и 
изъ этой же точки опустимь перпендикуляръ на перееВкающую о6ь. 
Показать, что отношене разетояня отъ основашя перпендикуляра до 
центра гиперболы къ разстояню оть основашя перпендикуляра ло точки 
вотрёчи нормальной съ пересфкающей осью равно отношению квадратовъ 
полуосей гиперболы. б 

60. Изъ какой нибудь точки М гиперболы опустимъ перпендикуляръ 
МР на перес®кающую ось АА’. Показать что МР? : АР. А'Р==Ф? : а. 

61. Изъ какой нибудь точки М гиперболы опустимъ перпендикуляръ 
МР на пересфкающую ось и продолжимъ его до вотрёчи въ точи о 
съ касательною, проведенною чрезь точку К (фиг. 74). Показать, что 
ОР=ЕМ. 
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62. Пусть М воть точка гиперболы и С точка пересфченя дЪйстви- 
тельной оси съ нормальною, провед. къ гиперб04% чрезь точку М; изъ 
точки @ опустимъ периендивуляръ СГ, на радуеъ векторъ МЕ. Показать, 
что отнощенше СЁ къ МР равно эксцентрицитету типерболы. 

63. Чрезъ фокусь Е ивершину .А гипербозы проведемъь параллель- 
ныя прямыя, которыя пересфкуть мнимую ось ВЪ точкахь Ми №; 10- 
казать, что окружность, которой центрь въ точкё М и ражусъ равенъ 
АМ, будеть касаться гиперболы. 

64. Если МЕМ’ воть фокальная хорда гиперболы и Л основане ди- 
ректриесы, соотвётствующей фокусу Р, то прямыя ОМ и РМ’ равно 
наклонены къ осямъ кривой. 

65. Если прямая у=тх--с пересБкаеть типерболу, которой уравне- 


не: 4*у?—622°= — 46°, то длина хорды, лежащей на этой прямой, есть: 
заву/ ат) бт — ат”), 
ат? — 67 


66. Изъ точки (№, Ё) проведены двЪ касательныя къ типерболв; най- 
ти сумму перпендикуляровъ, опущенныхь изъ фокусовъ на хорду, соеди- 
няющую точки касания. : 

67. Если ди 0’ суть углы наклоненя дВйствительной оси къ двумъ 
кавательнымъ, проведеннымь къ гиперболь изъ точки (й, К), то 


2Е ‚ р 
20-50’ = а =00 Ни. 


68. Показать, что дв® касательныя къ гиперболь, проведенныя изъ 
точки (#, К), взатой между вфтвями типерболы, могуть быть выражены 
уравненемъ: . 

(а) (у) +2090—Ю@е Пи (62 (= —1№)=0 


или 
(а? — 7 - 426?) (ау? — 62° +426?) — (аку — 5?йх +а?6*)*. 
69. Кь гиперболв проведены касательныя изъ точки (№, К). Показать, 
что прямыя, проведенныя изъ начала координать къ точкамъ касантя, 
могуть быть выражены уравненемъ: 


т ий. 
а? ив) 


70. Изъ центра гиперболы проведемь двф перпендикулирныя пряный 


2 
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Показать, что касательныя, проведенныя чрезъ точки пересфченя пря- 
мыхъ съ кривою, могуть быть выражены уравнешеиъ: 

| 1 

ая тв. 
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71. Соединимь точку М®, #), взятую вн гиперболы, съ О центромъ 
типерболы и означимъ буквою К точку пересфченя продолженя прямой 
ОМ съ гиперболою. Показать, что 

0№ 6—7 
0 ам _ 

72. Изъ точки (№,№), взятой вн гиперболы, проведены къ ней двЪ 
касательныя; означивъ абециссы точекъ касашя буквами 2, и м», по- 
казать, что 

226 а*(6?- ?) 

93. Изъ точки (й,Ё), взятой вн гиперболы, проведены къ ней двъ 
касательныя. Пусть Ми М’ означаютъ точки касашя, а К— фокусъ; 
найти величину произведешя ЕМ на ЕМ. 

74. На двухь касательныхь №4 и ММ’, ироведенныхь изъ точки М 
къ гиперболь, фокусы которой суть Ри Е’, отложимъ соотвтотвенно 
длины № и №0’, равныя №Ё и МЕ’. Показать, что прямая ОО’ равна 
дЬйствительной оси гиперболы. 

15. Изъ точки, взятой внЪ гиперболы, проведены къ ней лв® каба- 
тельныя. Показать, что частё третьей касательной, проведенной произ- 
вольно и заключающейся между первыми двумя, видима изъ фокуса подъ 
однимъ угломъ, какъ бы не провели эту третью касательною. 

76. ЕС и ЕР суть периендикуляры, опущенные изъ фокусов Еи 
Е' гиперболы на касательную, проведенную чрезъ точку М гиперболы, 
Показать, что точка пересёчешя прямыхъ Е)и Е”С лежить на нормали, 
проведенной къ гиперболь чрезъ точку же М. 

77. Эллицеь и гипербола омофокальныя (имфющя тв же фокусы) 
вотрёчаютея подъ прямымъ угломъ. 

78. Показать, что точка пересфченя трехъ высотъ треугольника, 
имфющаго вершины на гиперболв, лежитъ на гиперболВ. 

79. Чрезъ данную точку № проведена произвольно скущая къ ги- 
пербол, которая вотрётить кривую въ точкахь Ми М’. Показать, что 
произведене: {21/.МЕМ. 15 /,МЕМ' есть постоянное, какъ бы не прово- 
дили сЪкущую. 


2 +2. — 
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80. Координаты одного изъ концовъ Маметра гиперболы суть 2; и 
у,; опредфлить координаты копцевъ другаго Маметра, сопряженнаго съ 


даннымъ. 
81. Если СР и С’О’ суть два сопряженные даметры гиперболы, ко- 


торой центръ есть 0, то ЕС. 0= ОС". 

82. Возьмемь два сопряженные дМаметра СО и С’О’; изь точки С 
опустимь перцендикулярь СК на другой Маметрь, который пересфчеть 
дайствительную ось въ точкё @. Показать, что СК. Св=". 

83. Коли гиперболу отнесемь къ своимь сопряженнымь даметрамъ 
СО п С'' (фиг. 79) и МР будеть ординатою какой нибудь точки М 
кривой, то ИР?:СР. С'Р=’? : а", тдВ а’ и В’ вуть сопряжен. даметры. 

84. Въ равносторонней гиперболв сопряженные даметры равны; также 
длина нормали, равна разстояню оть центра до точки вотрёчи нормали 


съ кривою. 
85. ОС и ОС’ суть сопряженные полудаметры гиперболы. Показать, 


что Р'С'—СС’=а— 5. 

86. Въ равносторонней гиперболь фокальныя хорды, параллельныя 
сопряженнымъ даметрамъ, равны. 

87. Найти уравнешя директрисеъ гиперболы: 92°—1у°=63. 

88. Касательная въ точкВ М гиперболы первекаеть директриссу ДЕ 
(фиг. 80) въ точкё Т и директрисоу ’Е’ въ точк Т’. Показать, что 
ТР: с & МЕЕ' =Т'О' : В МЕ’Е. 

89. Уравнене гиперболы: 22*—3у°=4. Написать уравненшя ея ас- 


симитоть. 
90. Опредфлить произведение разстоян! какой нибудь точки типербо- 


лы: 2°—4у*=5 до ея ассимитоть. 

91. Дано уравнеше гиперболы: 22*—3у°=6. Написать уравнене 
этой типерболы, отнесенной къ ея ассимптотамъ, и опредфлить уголь 
СОС' между ассимитотами (фиг. 81). 

92. Уравнеше гиперболы, отнесенной къ ея ассинптотамъ, есть жу=2. 
Написать уравнене гиперболы (въ обыкнов. видЪ), когда извфетно, что 
уголь СОС’ (фиг. 81) между ассииитотами равенъ 60°. 

98. Разетояне отъ центра гиперболы до точки пересфченя ассимитоты 
съ директриссою равна дЪйствительной полуоси. 

94. Перпендикуляръ, опущенный изъ фокуса гиперболы на одну изъ 
ассимитотъ, равенъ мнимой полуоси. 
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95. Аесимитота пересфкаеть касательную, проведенную чрезъ вершину 
А въ точкё Н и соотв®тетвующую директриссу въ точкё Т. Показать, 
что АТ параллельна ЕН. 

96. Если касательная къ гиперболв пересфчеть ассимптоты въ точ- 
кахь Ги [/, то площадь треугольника ГОГ”, гдё Оесть центръ гипер- 
болы, равна а6. $ 

97. Если касательная въ точк® М къ равносторонней гиперболв пе- 
ресвкаеть ассимитоты въ точкахь Ои О’и ебли МС есть нормаль 
типерболы въ точк® М, то уголь О@О’ равенъ прямому. 

98. Опредфлить геометрическое м%ото точекъ, равноотстоящихь отъ 
двухъ неравныхъ окружностей, 

99. Опредфлить геометрическое мфсто центровъ круговъ, касающихея. 
двухъ неравныхь круговъ. 

100. Изъ какой нибудь точку М гиперболы опустимъ пернендикуляръ- 
МР нерес5кающую ось; продолживъ РМ, отложимъ на немъ часть М =РМ. 
Опредфлить геометрическое м®ото точекъ М. 

101. Чрезъ какую нибудь точку М гиперболы проведемъ нормальную, 
которая встрётить пересфкающую ось въ точкЪ С. Продолживъ прямую 
СМ, возьмемъ на ней такую точку №, для которой С№=и. СМ; опре- 
двлить геометрическое мВ сто точекъ М. 

102. Опредёлить геометрическое место серединъ радусовъ-векторовъ, 
проведенныхь изъ какого нибудь фокуса гиперболы. 

103. Возьмемъ какую нибудь точку М на гиперболв и соединимъ ея 
съ фокусами Ри ЕР. Чрезь вершину А и середину радуса-вектора ЕМ 
проведемь прямую, которая пересбчеть радгусъ-векторь Ё'М въ точ 
№. Опредфлить геометрическое мото точекъ М. 

104. Чрезъ одинъ изъ концовъ ДВйствительной оси проведемъ хорды. 
Опредфлить геометрическое мфето серединъ этихъ хордъ. 

105. Чрезъ какую нибудь точку гиперболы проведемъ хорды; опред$- 
лить геометрическое место серединъ этихь хордъ. 

106. Мьсто серединъ нормалей гиперболы, заключенныхь между кри- 
вою и пересфкающею осью, есть гипербола, экоцентрицитеть которой е" 
связань въ экоцентрицитетомь е данной гиперболы уравнешемъ: 

е—1= (е*+1)*(е'*—1). 

107. Данъ уголь; прямая движется такъ, что въ пересёчени съ 
боками угла составляеть треугольникъ, площадь котораго есть постоян- 
ная. Опредфлить геометрическое фото точекъ, дфлящихь сторону тре- 
угольника, противулежащую данному углу, въ данномъ отношен?и. 
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108. Даны дв пересзкающияся прямыя; третья прямая перемфщается 
такъ, что она въ пересфчени съ данными прямыми составляеть тре- 
угольникь, котораго площадь есть данная. Опредфлить геометрическое 
МВето центровъ тяжести. этихъ треугольниковъ. 


109. Опредфлить теометрическое мфсто точекъ, лежащихь на одной : 
лрети дуги сегмента, построеннаго на прямой, которая дана по величия 


и положению. 

110. Дана гипербола, который фокусы суть Ки Е". Опредёлить гео- 
метрическое исто центровъ круговъ, вписанныхь въ треугольники, у 
которыхъ овноване есть ЕР’, а вершина лежить на гипербол%. 

11. Пусть РО веть хорда эллипса, перпендикулярная къ большой 
0би АА’; проведемь прямыя РА и ОА’ до ихъ вотрёчи въ точки М. 
Опредфлить геометрическое мфето точекъ №. 

112. Опишемъ окружность, проходящую чрезъ вершины гиперболы и 
одну изъ точекъ ея М; чрезъ точку М проведемь прямую, перпендику- 
ярно къ пересфкающей оси, которая вотрётить окружность въ точкЪ. 
М. Опредфлить геометрическое м®ото точки М. 

113. ММ есть одна изъ ряда параллельныхь хордъ круга и АВ да- 
метръ круга. Опредфаить геометрическое мфсто точекъ пересфченя прк- 
мыхь АМи ВМ. 

114. Касательныя къ параболь вотр®чаются попарно подъ однимъ и 
виъ же угломъ. Опредфлить геометрическое мЪето точек вотрЪчи зтихъ 
жасательныхъ. 

115. Найти уравнене геометрическаго мфота серединъ хордъ гипер- 
болы, имфющихь одну и туже длину 20. 

116. Изъ фокусовъ эллипса опустимъ соотвфтетвенно периендикуляры 
на два сопряженныхь дтаметра. Опредфлить геометрическое исто точки 
вотрёчи этихъ перпендикуляровъ. 

117. Проведемь къ оллипеу двЪ пересфкающуся въ точк® М кава- 
тельныя МЁ и МК (Г, есть точка перес. касат. МГ, съ осью х-въ, а К 
есть точка пересфченя МК съ осью У-въ), чтобы Е МКо= 2 МГО, 
тлф О есть центръ эллипса. Опредфлить теомэтрическое мото точекъ М. 


ОТдВлъЪ восьмой. 


ОБЩЕЕ ИЗСЛВДОВАННЕ АЛГЕБРАИЧЕСВИХЪ ЛИШЙ И ВЪ 060-. 
БЕННОСТИ ЛИНЙ ВТОРАГО ПОРЯДКА. 


Нфвоторыл опредфлешя и теоремы. Розыскан!е маметровъ, центровъ, фокусовъ, радгусовт- 
векторовъ и директриссь кривыхь втораго порядка. Выводь общаго уравненя касатель- 
ной и пормальной къ привымь втораго порядка. Замфчаше. Задачи, 


$ 148. НЁкоторыя теоремы и опредфлен1я. ОбщиЙ видъ урав- 
нешя линш, представляющей известное геометрическое мЪето то- 
чекъ и отнесенной къ прямолинейной систем координатъ, есть 
($9) 2(2,у)=0, тд 2 и У означають координаты какой либо 
точки, взятой на этой линш. Такъ какъ уравнене (т, у)=0 мо- 
жетъ быть алгебраическимъ и трансцендеятнымъ, то поэтому и ли- 
вши раздфляются соотвётотвенно на два класса: алгебраичесыя и 
трансцендентныя; кром® того алгебраичесмя линш подраздвляются 
на порядки, опредъляемыя степенями уравнен; такъ лишя, выра- 
женная уравненшемъ первой степени, будетъ лишею перваго поряд- | 
ка; линя, выраженная уравненемь второй степени, будетъ линею 
втораго порядка и т. д. Обратное заключение предъидущему т. в. 
что алгебраическое уравнене #®-0й степени о двухъ перемнныхъ 
2 п у, разсматриваемыхь какъ координаты какой либо точки пзос- 
кости, принадлежить особой лини и-аго порядка не всегда будетъ 
справедливо. Д®йствительно, алгебраическое уравнене К, у) =0 
можеть собою не представлять никакого геометрическаго мета, 
когда ему не удовлетворяютъ никакя вещественныя значешя х пу, 
какъ напр. уравнене: 24° у°’=—4; можеть 60б0ю выражать одну 
или несколько точекъ. какъ напр. уравнен!е: 2? +у°=0, которому 
удовлетворяютьъ только 2=0 и у=0 т. е. уравнеше предетавляеть 
одну только точку, идикакъ напр. уравнен!е: у*(2—@)*+=*(у—6)°=0, 
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которому удовлетворяеть только двф пары величин х и у: 2=0, 
у=0 и х=а, у=ф т. е. данное уравнеше представляет собою 
двЪ точки: (0,0) и (2,6). Наконець, алгебраяческое уравнеше мо- 
жетъ представлять собою н%еколько отдВльныхь лин низшаго по- 
рядка или два предъидущя случая, когда оно разлагается на в$- 
сколько отдёльныхь уравненй, имфющихъ степень ниже даннаго; 
такъ напр. уравнение: 2°—у°==0 второй степени можетъ быть раз- 
ложено на два уравненя: х-+у=0 и 2—9=0, принадлежащия 


прямымъ: уравнене 9*-+ 2—2“ - 82? -+ 4у°=0 четвертой сте-. 
; 9 


пени можеть быть представлена въ видЪ: (у*+ 22°)(у°—2* +4) =0 
и слъдовательно разлагается на два отдёльныхъ уравнения: у222*=0 
и у°—2?+4=0, изъ которыхъ первое представляеть точку (0,0). 
а второе ($ 118) гиперболу, имфющую о 2 и2 

Отсюда выходить, что алгебраическое уравнене Ё(х, у) =0 п-ой 
степени о двухъ перемфнныхъ хи у, разсматриваемыхъ какъ ко- 
ординаты произвольной точки плоскости, будеть принадлежать ли- 
ни п-аго порядка только въ такомъ случаЪ, если первая часть его 
не разлагается на рашональные множители и когда ему удовлетво- 
ряетъ безчисленное множество вещественныхь значенй 2 и 7. 

$ 149. При изслдоваяхъ лин приходится иногда данную пря- 
молинейную систему замбнять другою прямолинейною же системою; 
черезъ что найденное алгебраическое уравнеше принимаетъ другой 
вид, но степень уравненя, а слёдовательно и порядокъ алгебраи- 
ческой лин остается тотъ же самый. 

Въ самомъ дфлЪ, положимъ уравненше Ё(х, у)=0 будеть алге- 
браическое #-0й степени и принадлежить нёкоторой линш, отнесен- 
ной къ прямолинейной систем координать х0у; требуется отнести 
эту линно къ новой прямолинейной систенё ХО’У. Означимъ бук- 
вами ти 9 координаты какой-либо точки этой лини относительно 
прежней системы координатъ, буквами Х и У координаты той же 
точки относительно новой системы и буквами # и Ё координаты 
начала новой системы относительно прежней; найдемъ ($ 24): 

&—=й-+аХ- БУ и У=Ё--а'Х+БУ. (1) 

Теперь, чтобы получить уравнене данной лини при новой сис- 
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теиф координатъ, надо въ уравненш Ё (т, у)=0 поставить вызсто 
ти у ихъ величины (1); получимъ: 
ЕВ-+аХ--ВУ, Е+аХ+ЬУ)=0. (2) 

Общий членъ даннаго уравненя: Ё(2, у) =0 есть А°уй, гдЪ 
а В<или=и, который по замфнЪ хи 9 ихь величипами при- 
метъ видъ: , ; 
А-+-аХ- У) ча Х-+ЬУ)Е; 
это произведене, какъ извФетно изъ алгебры, можеть дать только 
таке члены, степени которыхъ относительно Хи У не выше 
«+В т. е. равны или менфе 2; отсюда видимъ, что замфна одной 
прямолинейной системы пругою не можеть повысить степень урав- 
нения, а слфдовательно и порядокъ лини. Очевидно также, что сте- 
пень (2) уравнешя не можеть понизиться, потому что допустивъ 
понижен!е степени уравненмя Ё(х,у)=0 при переход отъ системы 
координать 2Оу къ систем координать ХО’У, найдемъ, что при 
обратномь переход оть системы координать ХО’У къ систем 
хОу т. е. оть полученнаго (2) уравненшя въ данному, степень 
уравнен!я повысится, что противно доказанному. 

Кром того при изслфдованяхъ лин, иногда обращаютъ еще вни- 
мане на особыя точки и прямыя, имфющЁя для нихъ значен!е, какъ 
то: центры, Маметры, вершины и т. д. ($ 52). 

$ 150. Теорема. Если какая либо лия протодитв черезб 
начало координат, то вё ея уравнении не можетё быть 
постоянназо члена. 

Намъ извфетно ($ 9), что если какая либо линя проходитъ 
черезъ данную точку, то координаты этой точки должны удовлетво- 
рять уравнению лини; а такъ какъ, по условию, данная линя про- 
ходить черезъ начало координатъ, то поэтому координаты начала: 
(и 0, будучи подставлены въ уравнеше, должны обращать его въ 
тождество; но всф члены съ хи у при этой подетановкф обра- 
тятея въ нули, а потому тождество будеть возможно только въ 
томъ случа, когда нфть извфетнаго члена. Такъ кривыя: у°=2рх, 
2 — у°=гу проходятъ черезъ начало координатъ, а кривая х =" + 2 
не проходитъ. 
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$ 151. Теорема. Если начало координатг есть центре 
‘кривой, то ея уравнеше не должно измтняться ‘отв пере- 
мъны х на-х чу на —у. 


Въ самомъ дёлб, пусть О начало координатъ будетъь центромъ 
для кривой АМА’М’, которой уравнеше К(х, у)=0. Такъ какъ 
центромъ кривой называють такую точку, въ которой дЪлятся по- 


(Фиг. 85). | 


поламъ всф хорды кривой, проведенныя 
черезъ нея, то, проведя черезъ точку О 
хорду ММ’, найдемъ, что ОМ=ОМ'. 
Изъ точекь М и М’ проведемъ прямы я, 
паралельно оси ординатъ, до ветр$чи 
съ осью абсциееъ въ точкахъь Ри Р’; 
тогда получимь два треугольника МОР 
‘и МОР”. въ которыхъ имфемъ по равной 
сторон: ОМ=ОМ' и по два соотвЪт- 
ственно равныхь и прилежащихь къ 
нимь угловъ: ДМОР=М’ОР' и 2 ОМР=ОМ'Г'. Изъ равенства 
этихъ треугольниковь выходить, что ОР’=ОР и М'Р'=МР:, 
слидовательно. означивъ координаты точки М буквами хи у 
найдемъ, что координаты точки № ‘будут: —жи —9. Точка М 
лежитъ на данной кривой, а потому координаты ея: —т и —У 
должны удовлетворять также уравнению Ё(х, У) =0, какъ и коор- 
динаты хи У точки М; это же возможно только тогда, когда 
уравнене не измёняетея отъ перемфны х на —х пу на —)- 
Напр. для кривой: Аз?- Вху-- Су’+Р=0 начало кординатъ есть 
центрь кривой, потому что А(—2=)+ В.—=.—у+С(—у)*- 
+Р= Аз? + Вжу- Су?- РЕ; а для кривой: у°=2рх начало ко- 
ординать не будеть центромъ ея, потому что подставивъ въ дан- 
номь уравнени —х и —У вмфото хи У, получим уравнен!е: 
(—9)=2р.—2 или у’=—2рх, но тождественное съ данным. 


Слюдстве. Когда пая алгебраической линш, отнесенной къ пря- 
молинейной системь координатъ, начало есть центръ, то уравнеше 
этой лини должно содержать только четныя степени перемфнныхъ 
или произведеня нечетныхь степеней ихъ или же, если уравнене 


Отд. УШ, 
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не имъя извфетнаго члена, содержитъ только нечетныя степени. Въ 


. послднемъ случаз центръ будетъ находиться на кривой, потому 


что уравненшо будуть удовлетворять координаты начала. 


$ 152, Теорема. Если ось абсцисс прямоуюольной системы 
координат служить осью кривой, то уравнеме посльдней 
не должсно содерисать нечетныхо степеней у и обратно. 

Пусть для кривой АВС, отнесенной къ прямоугольной систем 
‘координатъ, ось абсциссъ служить осью кривой. Тогда, зная ($ 52), что 
осью привой наз. прямая, перпендикулярная къ хордамъ, параллель- 
нымъ между собою, и проходящая черезъ ихь середины, увидимъ 


что ось х-въ будетъ дфлить пополамъ всякую (Фиг. 86). 
хорду ММ’, перпендикулярную къ ней или у А 
параллельную оси у-въ, а слёдовательно МР |. м 


будеть равно МР; поэтому, если координаты 

точки М будуть < и у, то координаты точки 

М’ будуть г и —у. Но такь какъ точки: о-в р х 
И(с, у) в М'(х,—У) лежать на данной кри- 

вой, то координаты этихъ точекъ должны 

удовлетворять уравненю кривой, а потому м’ 
уравнеше не должно будетъ измфнятьея отъ с 
перемвны въ немъ у на —9, что можеть 

быть только тогда, когда уравнеше содержитъ четныя степени у. 


Точно также объяснимъ, что если ось У-въ служить осью кри- 
вой, то уравнене кривой должно содержать только четныя сте-^ 
пени т. 


Розыскан!е д!аметровъ кривыхъ втораго 
порядка. 


$ 153. Общ видъ уравнешя второй степени съ двумя перемнными 
ти у есть з 
Аа? Взу-+ Су*-- Ое-- Еу-+ Е=0, (1) 
гдв коэффищенты А, В, С, р, ЕиЕ могуть имёть кая угодно зна- 


ченя, за исключешемь того, когда А==0, В=0 и С=0. Положиыъ, что 
16 
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одинъ изъ коэффищентовъ при 2° или у? не равенъ нулю, напр. хоть 
С; тогда, расположивъ члены (1) уравнешя по степенямъ У, найдемъ: 
Су? (Вз + Еду- Ат? Рг+Е=0; (2) 
откуда 
—(В2+Е-=У (г Е)—4С(Аз + Оа-+ Е) 
Е эс 
или, разокрывъ скобки и сдёлавъ приведене, 


— Вг—Е-У (В*—4Аб)2*-+(ВЕ—2СР)е-+ Е*—4СЕ. 
у= 56 } 


. У = _ = °—4АС= ВЕ— 2 С)= и 
Положивъ: — з0=", — э6 =" В—4 а, в 


Е*—4СЕ=Т, найден: 
утачису 21. (3). 
Разберемъ здёсь три случая, когда а< 0, а>0 и ч=0. 


$ 154. 1-ый Случай. а<0 пли В*—4АС<0. Тогда, взявъ @ 
общимъ множителемь въ многочлень а2* + 2Вт--{, получимъ: 
1 


утес, в(="+ а ж—+ т ) 3 


тдв дроби В и 1 означимъ буквами ри 9; сл довательно 
Г 


у—теф-+т- пуает+ 202-49). (4) 
1 г: 
или, положивъ эс" "+ р2+9 =, найдемъ; 
у=те-+ пу. (5) 


Многочленъ 27 2рх-4=(®-+р)*+ (9—2°), 
тдв (®-+р)? при вовхь значеняхь х ир будеть боле нуля, а потому 

1) ели 4—2р° будеть число положительное, то количество т 
будеть тоже число положительное, а произведение а на 2 2рт-1 
будеть число отрицательное, такъ какъ по услов!ю а число отрицатель- 
ное; поэтому У/ а(=?-2р2-+ 49) будеть выраженше мнимое и слёдова- 
тельно (4) уравнен!е или данное (1) не будеть представлять собою ни 
какого геометрическаго м$ота. 
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2) Если 4—р'=0, то (4) уравнеше приметъ видъ 
ыы 
у=те+в+5 су ит рх-+р*) 
или 


у=течт-ь* 
С 


Иа (6) 

ЗВсь а есть число отрицательное, а сявдовательно У’а есть выра- 
жене мнимое и у будеть имёть вещественныя значеня только тогда, 
когда т--р=0, потому что (6) уравнене приметь видъь у=тих-+п. И 
такъ, въ этомъ случав (6) уравнене, а слёдовательно и данное (1), 
представляетъ точку пересЪченя прямыхъ, опредёленныхь уравнешями: 
-+р=0 и у=тх-п. 

3) Если 4—р° есть чиело отрицательное, то, разложивъ 2? 2рт-+4 
на множители первой степени *) относительно 2, найдемъ, что 2?--2р2-9 
=(2—*)(2—1), тдВ № и [ суть корни уравнешя 2?-2рх-+9=0; 
тогда (4) 


у=та-п- Уч@еве=9: (7) 


Чтобы произведене подъ корнемъ было положительное, гд® по усло- 
зю @в<0, необходимо 2 давать такя значеня, при которыхъ произве- 
дене (2—#)(х— 1) было бы отрицательнымъ числомъ т. е. 2 надо, давать 


‚значеня, взятыя между числами и 1. ИзмЪняя 2 въ этомъ иромежутк% 


непрерывно, у будетъ имфть конечныя значен!я и измвняться также непре- 
фывно, а слфдовательно получимъ нфкоторое геометрическое мВето точекъ. 
Для изображен я чертежемъ этого геометрическаго м®ста, построимъ 
начала прямую КГ, которой уравне- (Фиг. 87). 
не у=тх-и; тогда изъ (4) или 
все равно (5) уравненя, увидимъ, 
что для получешя точекъ искомой 
лини, надо ординаты точекъ пря- 
мой КГ увеличить или уменьшить ` 
на соотв®тетвующую величину У,. 
При 2=А=0Ри при 2=#=0ОР’ 
количество у, =У/ а@#—#)(#—0 6у- 
деть равно нулю и слёдовательно 
получимь двЪ точки Аи 4°, 4е- 


”) См. аатебру, 2-06 изд, отр. 249. 
16* 
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жашя на прямой КГ, которыя принадлежать искомой лини; а такъ. 
вавъ при значешяхь 2, взятыхъ не между Ё и Г у будеть мнимымъ, 
то заключаемъ, что искомая кривая находится между прямыми АР и 
А’Р’. Для каждаго значеня х, взятаго между Ё и 1, будемъь имфть по: 
дв точки искомой лини, которая будеть вида, предетавленнаго на 87 
чертежь; напр., положивъ 2=%, гд® # заключается между Ё и 1, отложимъ 
по оби абсциесъ часть ОМ=Ё и черезь точку № проведемь прямую, 
параллельно оси ординатъ, которая пересфчеть прямую КД въ точкВ 0; 
теперь, подставивъ величину х выражене для У,, найдемъ: у, =5 и 
слбдовательно (5) надо ординату точки О увеличить и уменьшить на 
$; отложивъ части ОМ=ОМ'=$, получимъ дв точки Ми М’ иско- 
мой лини. 
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Изъ построешя искомой кривой видимъ, что части прямыхъ, парал- 
лельныхь оси ординать и заключенныхь между прямою КГ и кривою, 
будуть попарно равны, какъ напр. ОМ=ОМ’ т. е. прямая КЁ будеть 
дВлить пополамъ хорды, параляельныя оси ординать, а потому она бу- 
деть даметромъ разсматриваемой кривой. Отеюда выходить, что для 
данной кривой (1) прямая у=тя--я веть даметръ. 


Выражение: У а(<*-+202+4)=У —9(#—&)(-— =), обращающееся въ 
нуль при х=Ё и х=1, иметь наибольшую величину, когда произве- 
деше (5—№)(1—42) имфетъ наибольшую величину, потому что множи- 
тель:—@ есть число постоянное; наибольшая же величина произведевя 
перем нныхь величинъ, которыхъь сумма постоянна, будетъ тогда, когда 
эти множители равны *), а елёдовательно для даннаго произвемя (2—^)х 
х (1--<), когда х—Ё=1-—х или <= (Ё--1); эта абециеса принадлежить 
точки Л середины РР’, и потому, если черезъ точку 7 проведемъ прямую, 
параллельно оси ординать, то получимъь двё точки В и В’ кривб, с0- 


*) Положимь требуется опредёлить наибольшую величину произведейя 2у, г 2--у=е 
— постоянному числу. Пусть т будеть наибольшая величина для произведения гу; тогда, изъ 
уравнешй ху=т п 2-Ну=а, получимь по исключены у: 2:—ат--и==0; откуда 


„ау &_ 
2 2 


Чтобы 2 было вещественныхь необходимо, чтобы подкоренное количество было бодве или 
равно нулю, а олбдовательно наибольшая величина для в будеть въ томь случа, когда 
а: а 
1—"=6; отвуда и 


2 


в аа 
И т одфдовательно у—а—=а—5-= т т.е. 2=. 
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отв®тотвующя наибольшему значеню У а(2-2р2-+-9). Проведн че- 
резъ точки В и В’ прямыя, параллельно КГ, найдемъ, что кривая ле- 
‘жить между ними т. е. расположена внутри параллелограмма @НН’С’. 
Кривыя такого вида называются эллиисами и могутъ быть получены 
изъ (1) уравнешя, когда В?—4АС< 0. 7 
$ 155. 2-ой Случай: а или В*—4АС>0. Въ этомъ олуча® изъ 
(1) уравнешя также ЕН 


у течи у аая 22-9), (8) 
ИЕ РЕ 
или, положивъ 26" а(2*-+2рх-+9)=у,, найдемъ: 


у=те-+т-=Ну,, (9) 
ТВ 2 ++2рг-+9=(е+р)*-+4—р°. 
1) Когда 9—р?<0, то корни й и 1 уравненя 2?-+ 2рх-+Ч==0 будуть 
вещественные, и потому, разложивъ формулу 2?-2рх-+4 на множители 
первой степени относительно 2, найдемъ: 2°-+2рх-+9—=(2—№)(2-—1) и 


у=те-т= ги а(=—1)(=—0. 


Такъ какъ @ число положительное, то чтобы у было вещественнымъ, 
необходимо, чтобы произведеше (2—#)(2—1) было бы числомъ положи- 
тельнымъ; слёдовательно 2 надо давать значеня, не заключающееся 
между Ки 1. Измёняя 2 непрерывно отъ меньшаго изъ чисель и 
ДО—со, и оть большаго изъ нихъ до-+ со, у, будеть измёняться не- 
прерывно отъ 0 до со; это показываеть, что искомая кривая состоитъ 
изъ двухъ отдфльныхь расходящихся вЪтвей, 

Чтобы начертить искомую кривую, построимъ сначала прямую: 
у=тз-® и пусть она будеть на чер- (Фиг. 88). 
теж прямою КГ; тогда изъ (9) ра- 
венства увидимъ, что для полученя то- 
чекъ кривой, надо ординаты точекъ пря- 
мой ЕГ увеличить или уменьшить на 
соотвётетвующую величину у,. При 
&=А=0Р п х—=1=0Р’ это выраже- 
н!е будеть равно пулю и сафдовательно 
получимъ дв точки А ц А’, лежащшя 
на прямой КГ, которыя также принад- 
лежать искомой кривой; для значенй 
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=, взятыхь между =ОРи |=0Р’, ординаты будуть ннимыя, какъ бымо. 
выше оказано, а потому между прямыми АРи А’Р’ не будеть точекъ 
искомой линш. Изивняя х оть ОР’ до о, количество для У; будетъ- 
увеличиваться оть 0 до + и потому подучимь дуги А'б’ п АН’ 
кривой, идушйя въ сторону положительныхь абецисеъ и все боле и 
боле удаляющихея оть прямой 1; такинъ образомь получимь А’Н’— 
одну вбтвь искомой кривой. Изивняя х оть ОР до —<, количество 
у, будеть также увеличиваться отъ 0 до <> и слёдовательно по- 
лучимь САН—хругую вЪтвь кривой, которой части Аб и АН идутъ въ. 
сторону отрицательныхь абоциосъ и также все божве и боле удаляют- 
ся оть прямой КЁ. 

Изь построешя искомой кривой видимъ, что части всякой прямой, па- 
раллельной оси ординатъ, заключающяся между прямою КЁ и кривою, 
равны, какъ напр. ОМ=ОМ' т. ев. прямая КГ раздляеть пополамъ- 
хорды, параллельныя оси ординать, и потому прямая: у=те-т есть. 
даметрь разсматриваемой кривой. Еривыя такого рода наз. зиперболами. 
и могутъ быть получены изъ общаго уравненя кривыхъ втораго поряд- 
ка (1) при В*—44АС>0. 

2) Если 4—р*=0, то (8) уравнене приметъ видъ: 

1 


у=тх-+ ат а(а?-3рх- р”) * 


ИЛИ 


а 
у=тх-+ вия (#-+р) 
и, если возьмем (- ) передъ дробью, то получимьъ одну прямую, а если 
(—), то другую прямую, а потому въ этомъ случа уравнене (8) или 
(1) предетаваяеть двё прямыя. 


3) Если 4—р*>0, то величина д? 2ра-++9=(&-р)+9—Р* будетъ. 


числомъ положительнымь при возхь вещественныхь значеняхь 2 и ни- 
когда не будеть равна нулю; сл6довательно величина у, (9) будеть веще“ 
ственною при веёхъ вещественныхь значеняхъ 2 и при непрерывнымъ 
пвмёнени © отъ 0 до + и оть 0 до —©, будеть измёняться также 


непрерывно отъ У @4 до <> и от У @4 до °>-же и переходить. 
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черезъ шипит (наименьшая величина) при 2=:(2; 2), гд8 2; и 2. 
суть мнимые корни уравненя 2°-+2р2-+49=0 "). 

Чтобы начертить искомую кривую, лостроимъ сначала прямую по 
ея уравненю у=ита-; тогда, для получешя точекъ (9) кривой, надо 
ординаты точекъ прямой КГ увеличить или уменьшить на соотв®т- 
(Фиг. 89). 


ствующИя значеняу,. Отложимъ по 
оси абецисеъ часть ОУ==1(т, -- 
+=<,) =-р и черезъ точку У про- 
ведемъ прямую, параллельно оси 
ординать, которая пересфчетъ пря- 
мую КЁ въ точкВ С; на этой 
прямой отложимъ отъ точки Счасти 
СВ=СВ’=у, при г=0./ и по- 
лучинь двв точки Ви В’, при- 
надлежащия искомой кривой; че- 
резъ точки Ви В’ проведемъ пря- 
мыя ММ и М’№, параллельныя 
КТ, между которыми не будетъ 
точекь кривой, потому что ВС и В’С’ суть иенышя изъ длинъ, 
которыя приходится откладывать оть прямой КГ; измёняя х непрерыв- 
но оть ОЛ до < и оть ОЛ до —<о ‚ величина у, будетъ увеличиваться 
непрерывно оть ВС до со; слдовательно получимъ кривую, состоящую 
изъ двухъ отдёльныхь вфтвей, идущихь до безконечности въ сторону 
похожительныхь и въ сторону отрицательныхь ординать. Эта кривая 
также будеть имербола, для которой прямая КГ есть даметръ. 


Частные случаи. 1) Когда С= О, то (1) уравнеше обратится въ 
Аз’--Вху- Ое-- Еу-+ Е=0, (10) 


*) Требуется опредфлить наименьшую величину для У ==, ТВ 9—р'> 0. 
Положииъ и 2 ара--д=т ;  отвуда «1+ 2ре--—пй-=0 и сафдовательно 2= 
=2РИР— 4--т? или == т'— (4—р*). Чтобы 2 было возможнымь, необхо“ 
димо чтобы подъ корнеиъ было бы число положительное или нуль, 8 сдёд. наименьшая величина 


для т будеть въ томь случа, когда т?— (4—р*)=0, потому что давши для т еще мень- 
шее значене, подучимъ подъ корнемъ отрицательное число. И такъ шийпит для 


У =-Е ре будеть при х=— р; но —2р есть сумма корней уравнения: х*--2р2--4=0, 
которые при условш: 4—р*> 0 будуть мнимые. 
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которое можемъ рёшить относительно 2 и изслфдовать какъ въ предъи- 
дущемь случа». Но его можемъ изслёдовать иначе, рёшивъ относитель- 


но у; получимъ 
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Аз’--Оз-+Е 
Не -Ь 
или, произведя дёлене на самомъ ДЬлЪ, найдемъ: 


г 


ВЕ [63 


у=те-т- 


р 
тдв предположимь, что ^ не равно нулю; означимь дробь ВЕ бук- 


вою у, и найдемъ: 
: =иие-”®-Ну,- (12) 


Чтобы построить кривую, выраженную (12) или вое равно (10) уравне- 
вемъ, надо сперва начертить прямую КГ, которой уравнеше у= те”; 
(Фиг. 90). 


за тъмь, наждую изъ орлинать этой 
прямой увеличить или уменьшить на 
соотвётетвующую величину У, смотря 
потому у, Число положительное или 
отрицательное. Пусть ж—=0ОР` будеть 
одна изъ такихъ абециссъ, при которыхъ 
у, есть число положительное и .А точка 
кривой, сотвётотвующая этой абсциесВ. 
Изивняя 2 непрерывно оть ОР до +, 
у, будеть уменьшаться отъ АО до нуля 
п сабдовательно получинь дугу АМ, 
расположенную въ сторону положитель- 
ныхь абоциесь и ‘зочки которой непре- 


рывно приближаются къ прямой К; если же станешь х уменьшать 


непрерывно оть ОР до деи ОМ, то у: будеть увеличиваться 
Е 
непрерывно оть АО № эх, потому что при я= —5 знамена- 


Е . 
тель Во-+Е въ выраженш дшя у, будеть равенъ В.—в+Е=0; сл - 


довательно, отложивъ 2=0М и проведя черезъь точку М прямую 
К’Г/, параллельно оси ординать, получимъ прямую, которой уравнение 
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ыы или Вз-+ Е==0; къ этой прямой дуга А@ искомой кривой, идя 


въ сторону положительныхь ординать, постоянно приближается и нако- 
нець на безконечномъ разстояни отъ начала координать сливается съ 
нею. Дуги АМ и Аб составляють одну вфтвь кривой гиперболы. 


Пусть х=0Р' будеть одна изъ абециссъ, для которой у, отрицатель- 
нымь и А’ соотвётетвующая точка кривой. Изыфняя 2 оть —ОР’ до 


Е 
& будеть измёняться отъ А'О’ ло —<о и слёдовательно по- 


лучимъ дугу А’С”, точки которой непрерывно приближаются къ прямой 
К’[/ и наконець сливаются съ нею; измёняя же 2 оть-—ОР’ до —®, 
у, будеть отрицательнымь и абсолютная величина его будеть умень- 
шатьея оть —А'О’ до нуля т. в. получимъ дугу А’№ кривой, идушую 
въ сторону отрицательныхь абсциесъ и постоянно приближающуюся къ 
прямой КГ. Дуги А’№ и А’С’ составаяють другую вфтвь гиперболы. 
Ассимптоты гиперболы. Прямыя КЁ и К’Г/, точки которыхъ 60- 
отвфтетвенно приближаются къ дугамъ гиперболы и наконець сливают- 
ся съ ними, называють ассимипотами гиперболы. , 
Когда же въ (9) уравненш ^=0, то 
2 
И точни, (13) 
откуда 
Аз?+Рх--Е—=—у(Ве+Е) и Аз*- )е-+ Е=—(те-+-п)(Вз-+ Е) 


или, вычтя почленно первое равенство изъ втораго, 
0—=(у—те—я)(Вг-+Е). 


Слёдовательно. при этомь условш, данное уравнене представляетъь 
двф прямыя КЁ и Е’Г/ т. е. уравн. ассимптоть гиперболы. Въ этомъ 
случа говорять, что гипербола сливается съ своими ассииптотами. 


П) Еми А=0 и С=0, то (1) уравневе будетъь вида 


Вгу-+ Эз--Еу-+ Е=0; (14) 
откуда 
Ре-+Е р г 
У— в или у= В Ва Е' (15) 


Разсуждая также, какъ п въ предъидущемъ случа, увидииъ, что когда 
г не равно нулю, то (15) уравнене представляеть гиперболу, которой 
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асоимптоты параздельны осямъ координать (фиг. 91), а когда ==0, то 
(Фиг. 91). это уравнеше представляеть одну прямую, 
‚ параллельную оси абециссъ. 
$156. 3-1 Случай. «=0 ($ 153) 
или В°—4АС—0; тогда 


утес ВТ (16) 


5 или, положивъ У Ве+т= РЕ 


у=те-+п= у. (17) 


Если В есть число положительное, то, давая 2 значения, г которыхь 
282-720 или п т.е. измёняя х непрерывно оть — 3 до +5, 


(Фиг. 92). ыы будеть также же измфняться отъ 0 до <. 
Чтобъ начертить искомую кривую, построимъ 
сперва прямую у=ие--» и пусть на чертеж она 

Т, будеть К; тогда, для полученя точекъ кривой, 

надо каждую изъ ординатъ прямой КГ увеличить 

или уменьшить на соотв тетвующую величину 


% у. При == = ОР, у =0 и слёдовательно: 


получимь точку А прямой КГ, принадлежащую 
также и искомой кривой; увеличивая 2 непрерывно отъ ОР до +5, 
у, будеть также увеличиваться непрерывно отъ 0 до со и слёдовательно 
получимъ луги АМ№и АС, идущя въ сторону положительныхь абециссъ. 
Эти дуги составляютъ кривую, наз. параболою и для которой прямая 
КГ, есть очевидно маметръ. 


Если же В число отрицательное, то, давая 2 значеня, при которыхъ. 


Фиг. 93). 
ее 282-120 или ны, т. е. измвняя 2 непре- 

у 
рывно оть т до —<©, 9, будеть возможно 


и будеть измёняться непрерывно отъ 0 до со ; 
слёдовательно получимъ параболу, идущую въ 
сторону отрицательныхь абоцисеъ. 
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При В=0, найдемъ (16) уравнен!е: 


1 
у=те-+а УТ, 


которое представляеть собою двё прямыя, если }>0; одну прямую, 
если /=0 и ничего, если < 0. 


Частный случай. Если С=0, то изъ условя: В —440—0 вы- 
ходить, что и В=0; тогда (1) уравнеше приметъ видъ: 
Аз? Оз-- Еу--Е=0; 
откуда 
* р 


= => р 2 
=== и 4АЕу- 0—4 АР. 


Произведя изслфдован!я этого уравнешя, подобно предъидущему, увя- 
димъ, что при Е не равномъ нулю, это уравнен!е предетавляеть тоже 
кривую параболу, кот. Ламетръ параллеленъ оси ординатъ. 

Если же и Е=-0, то (1) уравнене обращаетея въ 

Азх?- Фе-- Е=0, 
которое при 2°—4АР>0 представляеть двё прямыя; при 0°—4АЕ=0. 
— одну прямую, а при 0?—4АР<0 ни какого геометрическаго м%ота. 
$ 157. Задача. Для данной кривой лини втораю порядка най- 
ти даметро, соприженный с5 хордами, параллельными данной 
прямой. 

Такъ какъ даметромъ, сопряженнымь съ хордами, параллельными 
данной прямой, наз. прямую, раздвляющую пополамъ всё эти хорды, то 
поэтому въ этой задач требуется опред®лить геометрическое мФото се- 
рединъ хордъ, параллельныхь данной прямой. 

Возьмемъ общее уравнеше кривыхъ втораго ‘порядка: 

Аз?-+-Вху--Су?- Ох Еу- Е =0 (1) 
и положимъ, что требуется опредфлить д1аметръ, сопряженный съ хор- 
дами, параллельными прямой: 
у—=аф-с. 

Уравнеше всякой хорды, параглельной этой прямой, можно выразить. 

‘однимъ уравнешемъ: 
у=аз- 6, (2) 
тдё а есть постоянное число, а $ — перемвнное. 

Пусть хи у означають координаты середины одной изъ хордъ, а 
(2, у) и (,, у») координаты точекъ пересёченя ея съ кривою, которыя 
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опредёлимъ, рёшивъ совифетно (1) и (2) уравненя; тогда 2=(2, 2») 
и у= (+9). 
Для опредёленя 2,2, У, п У», подотавимъь величину У изъ (2) 
уравненя въ (1); найдемъ уравнене: 
А [2+ ВЬ |5 66° 
+Ва |-+2Са6 | — Её 
+ Са? | +0 | +Е та 
г Еа 
Такъ какъ сумма корней квадратнаго уравненя равна частному отъ 
двленя коэффищента при неизвфетной первой степени на коэффищенть 
при неизвзотной второй степени, взятому съ обратнымь знакомъ, то 
поэтому 
2-2. В -+2Са6--О-+ Еа 


аи 3 
в 2(А-+-Ва--Са”) ’ (8) 

а подотавивъ величину х въ (2) уравнеше, найдемъ: 
__ Ваь—Па—Еа? +246 4) 


— 24+ Ва+ ба?) ` 
Вь (3) и (4) равенствахъ 6 есть число произвольное, а потому, для 
полученя уравнешя даметра, надо выразить зависимость между х и у 
(координатами середины всякой изъ хордъ, параллельныхь данной прямой), 
исключивъ 6 изъ (3) и (4) равенетвъ. Равенство (3) и (4) можно на- 
писать такт: 
2(А-- Ва- ба) - (2Са-- В)ь-+ (Р-- Еа)=0 
2(А-- Ва-- Са*)у—(2А-- Ва)ь + (р-- Еда=0; 
Сравнивъ въ этихъ уравнешяхь коэффищенты при 6, сложимъ ихъ 
по членно; найдемъ: 
(2А-+ Ва)2+(2Са-+-В)у-+ (Ф-+Еа)=0; 
откуда 
2А-- Ва 2- Еа . 
= 0+ В — Зба+В' 
это и есть уравнен!е искомаго геометрическаго м5ста серединъ хорлъ, 
параллельныхь данной прямой, Такъ какъ уравнеше (5) первой степени, 
то поэтому даметрь, сопряженный съ хордами, параллельными данной пря- 
мой, есть прямая. 


Уравнеше (5) можно написать тавъ: 
(2 Су-+-Ве-- Еа-+Аз- Ву+)=0, 


(5) 
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воторое будеть удовлетворено при всякой величин а величинами 2 и 
$, опредёленными изъ уравненй: 


2бу-+-Ве--Е-=0, 3АФ+ Ву-+ 0=0; 
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откуда 
‚_262—ВЕ за _ 2АЕ-—ВО 
— В?—4АС — В—4АС 
и если В°—4АС не равно нулю, что будетъ для эллипса и гиперболы, 
то величины 2 и у будуть опредёлять точку, черезъь которую прохо- 
дять вс даметры; эта точка, раздВляя даметры пополамъ, будетъ также 
центромъ кривыхъ. 
Когда же В*—4АС—=0, то г и у обращаются въ безконечность; въ 
этомь случав В=-==2У АС и уравнеше (5), по упрощенш, будеть 
_УА р--Еа 
—=——® — =; == —. 
УС 29 ба 6-У 4) 
Это уравнене принадлежить д?аметру параболы; въ немъ коэффищенть 


при 5 не зависить оть @ т. е. какъ бы въ параболь не проводили 
хорды, ламетры будуть параллельны между собою. 


у 


Разыскан!1е центра кривыхъ, выраженныхъ об- 
щимъ уравнен!емъ второй степени съ двумя 
перем нными. Кривыя съ центромъ и Еривыя 
у безъ центра. 


$ 158. Намъ извфетно ($ 151), что еели уравнене кривой не из- 
мфняется отъ перемёны вънемъь х на —х и уна —9, то начало 
координать есть центръ этой кривой. А такъ какъ общее уравнен!е 
кривыхь втораго порядка: 

Азх’- Вху- Су’ + Ое- Еу- Е=0, (1) 
содержа чдены: Ох и Еу съ первыми степенями 2 и 9, изм$- 
няется отъ перемны` въ немъь 2 на —х и у на —У, за исклю- 
чешемъ того, когда О=0 и Е=0, то заключаемъ, что начало ко- 
ординатъ не будетъ центромъ кривой, выраженной (1) уравненемъ, 
если только О и Е не равны нулю. Но центромъ кривой можеть 
быть и другая какая нибудь точка въ плоскости координатъ, а 
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потому, чтобы узнать о существовани такой точки, отнесемъ дан- 
ную кривую къ новой систем координатъ, въ которой измёняется 
(Фиг. 94). только начало. и бели возможно будетъ найти 

такя координаты № и # начала новой си- 

стемы относительно прежней, при которыхъ 

полученное уравнене кривой не будетъ изм %- 


чу 
1.) нятьея отъ перемёны х на —х иуна —9, 
Х 10 это будеть значить, что кривая имфетъ 
центръ въ точкв (й, #); въ противномъ слу- 
0 


* чаф кривая не имфетъ центра. 


Согласно предъидущимь разсужденямъ, отнесемъ лин, которой 
уравнене 
Аа? + Вау + Су? + Ое-- Еу+ Е=0, (1) 


къ новой систем коорринатъ, въ которой оси параллельны осямъ 
прежней системы; пля этого надо въ (1) уравнеше подставить 
($ 20) Х-+Ё выБото хи У-Е вмфето у, тд Ви Ё суть ко- 
ординаты начала новой системы относительно прежней, а Хи У 
координаты точки кривой относительно новой системы координатъ, 


найдемъ: : 
А(Х-+®)*-+В(Х +1) (У- ®)--С(У: ч+Ё)+0(Х+в)--Е(У+Ё)-+Е= 0 
или, разскрывъ скобки и расположивъ члены по степенямъ Х и, 


АХ-+ВХУ- СУ +3 АШХ- ВЬ |У-+ А№ 
+ВЕ | +20 +В 


-р +Е + С 
+ 0 = @) 
+ ЕЁ \ 
+ЁЕ 


Чтобы начало (№,Ё) координать новой системы было бы цент- 
ромъ кривой, необходимо, чтобы (2) уравнеше неизмнялось бы оть 
перенвны Х на —Хи У на —Ут. е. не должно содержать чле- 
новъ съ Хи У первой степени; а для этого р и К должны имЪть 


Отд. УШ. 


тая величины, при которыхъ коэффишенты при Хи Убыли бы 
равны нулю: 
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2Аь-+ В+ 0=0, 
Вь-+2С+Е=0. (3) 


Такимъ образомъ для опредфлешя № и № имфемъ два уравнения, 
рёшивъ которыя относительно № и №, получимъ: 


2Ср—ВЕ 2АЕ—ВО 


Те ТО (4) 


Чтобы № и Ё были возможны, необходимо они должны быть ве- 
щественными и имфть конечныя величины; первое услов!е очевидно 
выполнено, а второе—будетъ также выполнено, если В*°—4.АС че 
равно нулю. Отсюда видимъ, что когда ВБ°—4АС< или >>0, то 
кривая (1) будеть имфть центръ и ея уравнеше приведется къ 
виду: 

АХ*- ВХУ+ СУ+Р=0 
или, зам$нивъ Х и У буквами хи у, 

Аа? - Вху + С’+Р=0, (5) 
тв Р= А - В + СЁ Оь-+ ЕЁ-+ Е. 


Разематривая (3) уравненя отдльно, увидимъ, что въ нихъ Вий 
будуть величины перемённыя и что каждое изъ нихъ принадлежить 
прямой; эти прямыя пересзкаются, когда В°—4АС<0 или >0и 
точка ихъ пересфченя, опредфленная (4) координатами, есть центръ 
кривой. 


Если же В*—4АС—0 и ни одинъ изъ числителей (4) пробей 
не равенъ нулю, то #=о и Ё=оо; это показываеть, что кри- 
вая (1) не имфетъ центра и слВдовательно ея уравнене нельзя 
привести къ виду (5) уравнешя. Равенство В°—4АС=0 будеть 
также справедливо, когда В=0и 4=0 или С=0; въ тавомъ 
случа, взявши напр. В=0 и 4=0, найдемъ: №= и #=®, что 
также показываетъ, что кривая не имфеть центра. аи же 
В'—4АС=О и одинъ числителей въ выражени (4) для Вий 
равенъ нулю, какъ Напр. 2СО—ВЕ=О, то чиелитель и другой 
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дроби также будетъ равенъ нулю, потому что изъ данных условй 
пмфемъ: 

В*'=4АС и 2СР=ВЕ; 
откуда, перемноживъ ихъ почленно, найдем: 
95В'СО=4ААВСЕ пли ВО=ЗАЕ; откуда 2АЕ—ВО=0 
т. е. числитель второй дроби тоже равенъ нулю; олфдовательно 
= и #=°. Таыя выражешя для № и Ё показываютъ, что урав- 
нешя (3) системы тождественны; дБйствительно, сравнивъ въ этих 
уравненяхъ коэффищенты при Ё, получимъ: 

4АС0-+-3ВСЕ+2СР=0 

ВЪ-+2ВСЁ+ ВЕ=0; 
откуда видимъ, согласно даннымь условямъ, что члены съ Вика 
также и извЪетные будуть равны между собою, а потому уравне- 
ня (3) системы тождественны и величинъ ри, удовлетворяю- 
щихъ одному изъ (3) уравненй, напр. В+ 2С-— Е=0, будетъ 
‚безчиеленное множество т. е. разематриваемое (1) уравнеше можеть 
принадлежать линш, пуфющей безчисленное множество центровъ, 
расположенныхь на прямой В№-+ 20+ Е=0 или, замвнивъ Вий 
буквами 2 и у, на прямой 
Вг-+20у- Е=0. (6) 
Чтобы опредфлить геометрическое значене (1) уравнешя при этихъ 
условмяхь, рёшимъ его относительно У и получим: 
у— —— = Ту-—аб+ВЕ-2СВ}е+ЕР-4СР, 
но В`—4АС=0, ВЕ-2СВ=0 п потому 
и -АУ Е —4СЕ, (1) 

откуда выходить, что если Е?—4СЕ>0, то уравнеше (7), а сл%- 
довательно и (1), представляетъ двф прямыя, параллельны (6) пря- 


мой: Вж--Су-+ Е=О0 или у=— В =— : при Е—4СР=0, 


уравнение (7), а слдовательно и (1), представляетъ одну прямую, 
совпадающую съ (6) прямой; наконець, при 2—4 СЕ<0, у 6у- 
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деть мнимымъ, поэтому (1) уравнене не предетавляетъ собою 
никакого геометрическаго мФота. . 
Выражешя (4) будуть также неопредьленными, ебли при В==0 
одно изъ количествь А и Си одно изъ количествъ Ри Е равны 
нулю, а именно А=0и ОФ=0 ши С=0 и Е=0. ЪВь этомъ 
случав уравнене (1) будетъ вида: р 


Су?-+ Еу-+- Е=0 или А2'+Ое-+Е=0; (7) 
откуда 
—Е-У Е —4бР —2=У 2'— 
а Е, 


Если Е`—4СЕ>0, то первое изъ (7) уравнешй представаяеть двй 
прямыя, параллельныя оси 2-вЪ; если Е*—4СЁ=0, то оно пред- 
ставляетъ одну только прямую, параллельную оси же 2-въ, а если 
Е?—4СЕ<0, то оно не представляетъ никакого геометрическаго 
иъста. Точно также и изъ выражешя для 2, найдемь, что если 
0—4АЕ>0, то второе изъ (7) уравневЙ  представляетъ двЪ 
прямыя, параллельныя оси У-въ; если 0—4 АЁ=0, то одну пря- 
мую, параллельную же оси у-въ, а если 0’—4АР<0, то ника- 
кого геометрическаго мЪета. 


Изъ предъидущихь изслФдован!й видимъ, что лини втораго по- 
рядка раздфляются на кривыя со центромг и кривыя дез цен-. 
тра. Первыя могутъь быть получены изъ (1) уравненя, вогда 
В?—4АС<0 или В'—4АС>0, а вторыя—когда В*— 4АС=0 


Розыскан!е осей кривыхъ втораго порядка съ 
центромъ. 


& 159. Разематривая уравненя „кривыхъ втораго порядка съ 
центромъ: 

Ах? -+ Вгу + Су?-Р=0, (8) 
видимъ, что оно содержить первыя степени д и У, а потому, за- 
ключаемъ ($ 152), что ни одна изъ осей системы координатъ,: къ 
которой отнесена кривая, не служить осью симметрии или просто 

17 
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осью кривой. Но изъ этого нельзя еще прямо заключить. что кри- 
вая не’ имветъ 0сей; можетъ быть она ихъ и имЖетъ, но ни одна 
изъ нихъ не совпадаетъ ни съ одною изь осей координатъ. Поэтому, 
чтобы дать опредфленное заключене, мы должны убфдиться: нельзя 
ли повернуть систему координатъ на такой 
уголъ <, чтобы въ оуравненш кривой (8), 
„бя  разсматриваемой уже при этой системф, унич- 
тожилея членъ съ произведешемъ перем$н- 

= <= Нныхъ;, если можно будетъ уничтожить членъ 
съ ту, то новыя оси координатъ и будуть 
осями кривой, а если этого нельзя будетъ 
слвлать, то кривая не имфетъ осей. И такъ. 


’ (Фиг. 95). 


5 


я 5 
отнесемъ кривую 
Ах?-+ Вту- С'--Р=0 
къ новой системь координатъ, имбющей тоже начало и въ которой 
ось д-въ’ составляетъ уголъ < съ положительнымь пнаправленемъ 
оби 2-въ прежней системы; для этого надо поставить въ (8) урав- 
нени вмфето хи ихъ величины, опредфленныя равенствами 

($ 22): 


2— Хозе — Узте и у= Хзша + Усозе, 


т% Хи означають координаты точки кривой относительно но- 
>" системы; найдемъ: 
за.” А(Хоозе—Узтее)? - В(Хсозе —Узшее)(Хзше - Усоз) + 
+ С(Хзша-+ Усова) + РЕО. 
Разекрывъ скобки въ этомъ уравнеши и расположивъ члены по 
степенямь Х и У, получимъ: 
Асов? |Хз— 2 Азшоесова] ХУ + Аза Пи 
+ Вос 05 — Взша — Взт0ес030е 
+ Сзш* + Вота + (603? | 
| _ 4-2С91106080е] | 


(9) 


Чтобы въ уравнени (9) не было члена еь ХУ должно для © 
выбрать такое значение, при которомъ коэффищентъ при ХУ быль 


бы равенъ 0 т. в." 


АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОоСК 259 


Фтд. УИ. 
— 9 Азшесозе— Ву" + Веоз’ + 208100030 = () 
или 
В(созе — ш' ее) —2зтасова( А— С)=0; 
НО 608°%— ЗИ =6033 0, Эзтеесовее == Зе, а потому 
- Веди —(А—С)зте =0; 
откуда, раздфливъ 0обЪ части на 6082, найдемъ: 


ВАО ныне. . (10) 
А—С 
Изъ этой (10) формулы видимъ, что кая бы вещественныя зна- 
ченя не давали А, Ви С, №ю2а будетъ имфть тоже вещественное 
значене; кромф того {0 можетъ имфть всевозможныя значення отъ 
+ > ДО —< ,апотому, при веёхь значешяхь А, Ви С, уголъ 2 
будетъ существовать. Еели одну изъ величинъ для угла < означимт 


буквою т, то другая будетъ 180°- т; откуда = ИЛИ 9+; 


слЪдовательно за 06ь абсциссъ можемъ взять одно изъ перпендику- 
т 


лярныхъ направлен, опредфленныхь углами: р и 90° о, отечи- 
тываемыми отъ положительной части оси абецисеъ въ сторону по- 
ложительнымь ординать прежней системы. Найдя уголь ©, буде | 
знать величины зше и ©03, подставивъ которыя въ (9) озаеЬ 
получимъ: ый 
МХ*-+ №У*-Р=0, (11) 
тдЪ 
М= Асоз*-+ Вушсесово - Ст" | (12) 
№= Аз — Взшесовсе + Сеоз“ее |° \$ 


Величины М и М можно опредёлить не находя величины ‘угла с” 
Въ самомъ дёль, изъ (12) равенствъ найдемъ, что 

‚ М-+М=А(со + шо) + (609 +1?) = А - С, 
а М_М=А(с09'е— 502) + 2 Взшесове— С(608'—9Ш'а) 


_ =.46032 2+ Вуш а — (созда = (А— С)с658 Ву а 
т 
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но 422 “= ‚ 12и= ая 
о И 1-2 
Е ИИ ды в 
ре 5= к 
АС у (А—С)’ =И(-5С)+ В Е 
1 В? 
уе а: 
А—С - 


2=Им- бе В 


Знаки + и — соотв тетвують двумъ значешямъ ‘угла 29 и, 
смотря потому какъ великъ уголь 2, надо удержать при корн® 
пли + ин — *). Подставивъ въ выражене для М—М\ выфето 
Зее и 6052 ихъ величины, найдемъ: 


вы 2 
еее 
=И(А—б) +В 
Изъ равенствъ 


== И(4—б)+В*. 


*) Чтобы узнать какой знакь надо удермать при корнф въ гыражешяхь дая зе и 

52 , обратимся къ формул (10) для #82. Изъ нея мы видинъ, что если В>0вА—С> 0 
иаи ВЗ0н А—С<0, то 12а будеть числомь положительнымь и меньшее значен!е 
лая угла 2 будеть заваючаться между 0°и 90°, а потому зш2е и 6082 будуть 
положительными; а такъ какь числители въ выражешяхь дая ихъ суть тоже чи- 
ола полотительныя или отрицательныя, то при корн® нужно удержать знакъ или -— 
паи —, Но 1ш будеть еще положительнымь, когда уголь принадлежать третьей четверти; 
въ этомь сдучаВ зш2о и 083 будуть числами отрицательными п такъ камъ у нихъ числи- 
тели, по’ условйю, суть числа положительный или отрицательныя, то при корнф нужно 
держать ‘знакъ — или --. Если же В>0 п А-С<0ниВ<0 и А—С>0, 
то №2 будоть чиоломъ отрицательнымь и уголь 2 принаддежить наи второй или четвер- 
той четверти; когда уголь 2 пранадлежить второй четверти, то 312 будетъ числомъ 
позожательнымь, а 6032 будеть числом отрицательнымь, а вогда уголь 2 принадлежить 
четвертой четверти, то 312 будеть чиеломъ отрицательнымь, а 6032«  положительнымъ, 
но, по условию, числители выражен для 512 и с032а суть чисда съ разными знаками, 


а потому. чтобы 12 и 032 были бы съ разными знавами, надо удержать при обояхъ 


ворняхЪь иан-- паи —. 
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слЪдуетъ, что 

и 4+ С=И МЕС В", ц_ 4+ 6=УЧЕС+ В, 

— г] и а ВЕ 

Для удобства опредёлевя’ знаковъ дла величинь № и №, пре- 
образуемъ подкоренное количество, придавъ къ. нему 4АС и вычтя 
4АС; найдемъ: 
{А— С) В? А*—2АС-+С*+ В'+4АС-4АС= 4*+3А0+ 

: ++ (2+ В*—4АС=(А+ С)*+ (В*—4АС) 
или, положивъ В*—4АС=я, 

(А— С)" В*=(А+ С) п. 


Мы разсматриваемъ (1) или (8) уравнеше при услов!и, что кри- 
вая пмветъ центръ т. е. что #==В*—4 АС не равно нулю, а потому 
п можеть быть отрицательнымг пли положительнымс числомъ; 
отсюда выходить два случая: 

а) Когда „и=В*—4АС отрицательнымь, то необходимо, чтобы 
ДАС было числом положительнымь, а потому 4 и С должны 
имфть одинаковые знаки, а такъ какъ А въ уравненш 


Ат? Вжу-+ С’+Р=0 


можемъ разсматривать какъ число положительное, потому что въ 
противномъ случаЪ перемВнили бы знаки на обратные во везхъ 
членахъ уравненя, то поэтому и С должно быть также числом. 
положительнымь. При А в С положительныхъ. сумма АС одет 
тоже числомъ положительнымъ и боле У + С)+и, потому что 
слагаемое 2 подъ ворнемъ мене нуля; въ этомь случаб Ми № 
въ (11) уравнеши суть числа положительныя. : 


Ь) Когда и=В*—4АС положительнымъ, то численная величина 
А-С будетъ менфе ИМС +в гдё #>0, каковы бы ни были 
А и С, а потому М и М будуть имёть противные знаки. 

Отсюда видимъ. что при В°—4АС<0 шли _›>0 уравнеше (1) 
кривыхъ втораго порядка можеть быть приведено къ виду 

Из? -- № Р=0 (13) 


Од. УШ 


тдё при В—4А6<0, Ми М будуть имть одинаме знаки, а 
при В*`—4АС>>0 —разные знаки. 


$ 160. Разсмотримъ сначала уравнеше №2? № +-Р=0, когда 
Ми М положительныя. Извёстный  члень Ровъ этомъ уравнение 
можеть быть или положительнымь числомъ, или равнымъ нулю. 
или отрицательнымъ. 
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Въ первомъ случав т. ‘6. когда Р<30 уравнеше (13) не ‘пред- 
ставляетъ собою никакого геометрическаго мВста, потому что при 
всякихъ вещественныхъ значеняхь хи У члены: М2*, № и Р. 
будуть числами положительными; а. сумма положительныхь чиселъ, 
не равныхъ нулю, не можетъ быть равна нулю. 


Во второмъ случаЁ т. е. при Р=0 уравнеше (13) обращается. 
въ Мт?- №у*=0, которому удовлетворяютъ только 2=0 и у=0;, 
слЪдовательно уравнене (13) представляет въ этомъ случа только 
одну точку (0,0). 


Въ третьемъ случав т. е. когда Р<0 уравненю (13) могутъ. 
удовлетворять безчисленное множество значенйй хи У, измфняю- 
щихея непрерывно; слёдовательно въ этомъ случаЪ (13) уравнен!е: 
предетавляетъь н$которое геометрическое место точекъ (кривую), 
наз. эвлипсомо. 


Положивь Р=— 0, гдБ О число положительное, найдемъ изъ 


#03) уравненя { 
Мг? Му? = 0. (14) 


Для опредвленя точекъ пересфченя этой кривой съ осями коорди- 
натъ, надо положить У=0, котда ищемъ точки пересфчен!я кривой 
съ осью абсциесъ, и т=0, когда опредфаляемъ точки пересфченя 
кривой съ осью ординатъ. При у=0, найдемъ (14): 


М`= 0 или г==У © 
а при 2=0 


№=0 ши у==уУ ты 
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откуда видимъ, что кривая, опредвленная (14) уравнешемъ, пере- 
сфкаеть 06ь х-въ въ двухъ точкахъ А и А’, находящихся на 
равныхъ разотоявяхь отъ начала координать, а ось У-въ тоже въ 
двухъ точкахь В и В’, находящихся на равныхъ разстоявхь отъ 
начала координат. Точки 4, 4”, Ви В’, соглаено оспредвленно 
($ 52), будуть вершинами эллипса, а длины А.А’ и ВВ’—ося- 
ми эллипса; большую изъ нихъ 
наз. большою осью, а меньшую — 
малою осью эллипса. Положивъ 
АА’—=3а и ВВ’=26, найдемъ, 
что 


вивъ эти величины Ми Мвъ (14) 
уравнене, найдемъ: х 


ДальнЪйшя изсалбдованя и свойства эллипса изложены уже въ 
УТ отд. курса анал. теометрш, а здФеь только замфтимъ, Что 
уравнеше 


Аз? - Взу- Су`-+Ог-+ Еу+ Р=0 
при В“`—4АС>>0 будетъь представлять собою или эллипеъ, или 


точку или не имфетъ ни какого геометрическаго значения. 


Частный случай. Услове В*—4А0<0 будеть также выпол- 
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нено, вели В=0 и А=0; но въ такомъ случаз (1) уравнение 
обращается въ 

Аз?-+ Ау’+ Ое + Е-+ Е =0 
Или 


2 з р Е Р 
2 -у + де+Ау+А=0, 


которое, какъ уже было объяснено въ $ 54, представляетъ собою 
или окружность круга, или точку или не представляетъ никакого 
геометричеекаго м%ста. 

$ 161. Теперь разсмотримъ уравнене: 

М? -+ №-+Р=0, (13) 
когда Ми М суть числа съ разными знаками; мы можемъ М счи- 
тать положительнымъ числомъ, потому что въ противномъ случаз 
перем нили бы знаки на обратные во веёхъ членахъ уравнения; 
количество Р можетъ быть равно нулю или не равно нулю. 

Въ первомъ случа® т. е. когда Р==0 уравнеше (13) приметъ 
ВИДЪ: 


Из - №" =0 пли РЗ А ь 


Гы 


гдё подъ корнемъ будетъ положительное число, потому что по за- 
даню Ми М съ разными знаками; въ этомъ случав уравнене: 
ТИ 
ней" — пли что тоже (13) будеть представлять собою 
дв$ прямыя, проходящ!я черезъ начало координатъ. 
Во второмъ случаЪ: будеть ли Р<0 или Р>>0 уравнеше (13) 
можно привести къ виду: 
Ка—1°= 0, (15) 
тдё К, Ги О суть положительныя числа, что очевидно когда Р<0. 
Если же Р<0, то, перемвнивъ знаки на обратные во вовхъ чле- 
нахъ уравненя, найдемъ: 
— М —Му"—Р=0 шли —М2*—Му?=Р, (16) 
гдз —М есть число отрицательное, а —/\ положительное, по- 
тому что по условшю М0, а №<0, Принявши въ прамоуголь- 


АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. 265 


Отд. УШ 


НОЙ систем®, къ которой отнесена кривая, ось въ за ось у-въ 
и обратно, найдемъ: 

—Му’— №2*=Р или — №*—Му*=Р, 
гд6 —М№, МиР суть числа положительныя. Слёдовательно (13) 
уравнене всегда можеть быть приведено къ виду (15) уравнения. 


Вривыя, опредфленныя (15) уравнешемъ, въ которомъ при непре- 


рывномъ изифнени 2, У измфняется также непрерывно, наз. 
зиперболами. 

Чтобы найти точки пересченя гиперболы съ осью абсциссъ, по- 
ложимъ въ (15) уравнеши у=0; найдемъ: 


Ка —0 пли ==У С. 


откуда видимъ, что гипербола пересфкаеть ось х-вЪъ въ двухъ точ- 
(Фиг. 97). 


кахь Аи А’, равноотстоящихь отъ начала 
координатъ. Для опредвленя же точекь пере- 
сфченя гиперболы съ осью ординатъ, надо въ 
(15) уравнени положить 2=0; найдем: 


—14/?=0 или у== И —©, 


гдф подъ корнемь стоитъ отрицательное число, 
потому что О и Ё суть положительныя числа; 
слёдовательно для у получимъ мнимыя значеня, показывающя что 
типербола не пересфкаетъ оби у-ВЪ. 


Выраженше И _ можно представить въ видф произведения: 


У И=ь ГДЪ уз есть величина дЪйствительная; отложивъ 
у‹ на оси у-въ отъ начала координатъ, вверхъ и внизъ отъ 


точки О, получимъ длину вв'=у . Точки А и 4’ наз. вер- 


шинами гиперболы, длина АА’ —дьйствительною осью, а ВВ’ 
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инимою осью гиперболы; означивъ длину дЪйотвительной оби 24, 
а мнимой 26, увидимъ, что 


у о и у В 


откуда к—9 и д, Теперь, замзнивъ въ (15) уравнени Ки Ё 


а? Ь 
ихъ величинами, получимъ: 
ул 2 
ОО = у _ 
м7 ый ка Нан а р 


ДальнфйшИя изолёдованн о гинерболь были помфщены въ УП 
(Фиг. 98). 


отд. курса анал. геометрии. 

Если уравн. гиперболы вида Ку*— [22° 
= 0, гдь К, Ги О суть числа поло- 
жительныя, то оно принадлежитъ, какъ 
мы уже видали, глпербол®, пересфкающей 
ось ординатъ т. е. расположеной такъ, 
вакъ указано на 98 чертеж». 


Замётимь также, что уравнене гиперболы можеть быть полу- 

чено изъ уравнешя: 
Аа’ Вху- Су’-+ Оз + Еу+Е=0 

при В*—4АС>>0. 

{ 162. Зам чанйе, ДЬлая разыскашя осей вривыхь съ центромь, 
мы предиолагали, что уравнене (1), а также и уравнен!е 

Аз?- Вту-+ Су? + РЕО (2) 
отнесены къ прямоугольной систем. Если же предположимь, что вис- 
тема, къ которой отнесено уравнеше (1) и (2), воть косоугольная и 6 
уголь наклонешя осей, то преобразуемь данную косоугольную систему 
въ прямоугольную, не изибняя положешя оси абоциссъ и начала коор- 
динатъ; для этого надо во (2) уравнеше выфето 2 и у поставить 
Ха 0 — Усоз0 
0 0’ 

тд6 Хи суть координаты точки кривой относительно новой системы. 
Слфлавши на самомъ дёлв подотановку, найдемъ уравнене: 


А'Х+ В ХУ С' УР. 0, (3) 
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— 20 С—Всоз0 
8 АА, в_В 2.Авоз0 и с’ 4008 т 6030. 
$19 $1120 


Примфняя тже преобразовашя къ уравнению `(3), каюя дВлали ВЪ 
$ 159, получимъ: ; 


у В' ЕД [р 
= рб» М о 
, РЕВ ТЕНТ 
а у’ +6' С ++ С’)-т 


уравнене же (3) приметъ видь: 
МХ МУ?-Р=0. 
Изъ формуль для М и М найдемь, что 
М А-В давал Е 
$1120 $126 
и потому Ми М можно разоматривать какъ корни квадратнаго уравн: 
А-+ С Вво% _ В*"—44С | 
00 ^^ оо” 
рёшивъ которое относительно =, найдемь Ми М. Величины Ши Мне 
должны зависфть оть первоначальныхь 06ей Ох и Оу и слБдовательно 
оть величинъь А, В, С и 0, соотвётетвующихь этимъ осямъ, а потому 
величины М+М и —4ММ не должны м®няться оть перемфны Оз и 
Оу на друшя кая либо оси. 


22 


з 


Розыскан:е осей кривыхъ втораго порацка. не 
им ющихъ центра, 


& 163. Вривыв втораго порядка безъ центра могутъ быть по- 

лучены, какъ извфетно ($ 158), изъ уравненя 
Ах? - Ву - Су? Ог-- Е Е=0, (1) 

когда В*—4АС=0. При этомъ условии (1) уравнение всегда можеть 
быть приведено къ уравненю, содержащему квадрать только одной 
изъ перемённыхъ, первыя степени перемфнныхъ и извзетный членъ. 

Если В=0, то одинъ изъ ковффищенть .4 или С долженъ быть 
равенъ нулю, потому что подотавивъ въ равенство: В*—4АС=0 
величину В, найдемь: 4АС=0; а для этого необходимо, чтобы или 
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А равнялось нулю пли С равнялось нулю. Тогда уравнеше (1) 
будетъ вида: 
при В=0 и А=0, Су’+Ох-+Ву+Е=0, а 
при В=0 и С=0, 42*-+Ое-+ Еу-+ Е=0; 
такимь образомь каждое изъ нихъ будеть желаемаго вида. Тоже 
‹<амое будетъ когда А=0 или С=0. 

Теперь положимь, что ни одинъ изъ коэффищентовъ: А, ВиС 
не равенъ нулю. Въ такомъ случа изъ равенства: В—4АС=0 

2 


опредфлимь А: А и "его величину подставимъ въ (1) урав- 


нен!е; найдемъ: 
В°, ь 
107 + Вжу + бу’ + е-+ Е-+Е=0 

или, взявши въ первыхъ трехъ членахъ С за скобку общимъ мно- 


жителемъ, 


В В 2). Г 
(те + + )+ Ре-+ Еу-+ Е=0; 
Но Ра + а и=(у- - =) и потому найдемъ уравнеше: 
40? [8 2С 
В \ ыы ; 
с 507) + )е-+ Еу-+ Е=0. (2) 


Отнесемь кривую, выраженную (2) уравнешемъ, къ новой систем® 
координать ХОУ, имфющей тоже начало; для этого надо ($ 22) 
вмфето 2 поставить Хе03 — Узшее, а выфсто у поставить Хзше+ 
-+ Усозе, 8 Хи У означаютъ координаты точки кривой отноеи- 
тельно новой системы координат, а @ уголъ, составляемый поло- 
жительнымь направлешемъ оси абециссъ новой системы съ поло- 
жительнымъ направлешемь оси абсцисеъ прежней системы. Под- 
‹ставивши на самомъ дл, найдемъ: 


2 
С] хипа + бов: ( Хон --Увшие + Б(Хоове — Убе )- 


+ Е(Хзша + Усоза) -- Е=0 (3) 
или, сдлавъ приведене, 
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В. г В. ? } 
Са В ца) + (ле + ине х] +(Оеоза-+ Езша)Х+ 
-+ (Есоза —Юзша)У + Е=0. (4) 


Такт какъ уголь © есть величина произвольная, то для него 
можемь выбрать такое значене, при которомъ коэффищентъ при 
Х? или У? будетъ ‘равенъ нулю; положивъ, напримръ, что въ (4) 
урави. коэффищенть при Х въ скобках [ ] равен вулю т. е- 

эта + ен 0, (5) 
найдемъ (4) уравнеше вида: 
В 2 
Сева — оспа) У’+(Реозе- Езша) Х + 
+ (Есоза — Оше) У + Е=0. (6) 

Въ равенствВ (5) 603% не можеть быть равенъ нулю, потому 
что тогда бы изъ (5) равенства вышуо, что и $1 также равняется 
нулю. что невозможно, такъ какъ нфтъ такого угла, котораго $1 
п 605 равнялись бы нулю; раздфливъ 06% части (5) равенства 
на 030, найдемъ: 

пач =0 или це. (7) 

Изъ этого равенетва видимъ, что для © возможно веегда найти 
величину. удовлетворяющую (5) уравнению, а сл®довательно и опре- 
длить положеше ОХ и ОУ осей координатъ новой системы. Зная 
же {вс и уголь а, мы можемъ опредфлить ше и 608% по фор- 
муламъ: 

: ша 1 

зе = ——= И 608&= Ее 

=УИ1+ а =И1-+ ва? 
за тЪмъ, подотавивъ ихъ величины въ (6) уравнеше и означивъ 
численныя величины коэффищентовъ при у, х ну (Х и У зам - 
няемь 2 и 9) буквами №, Ри 0, найдемъ уравнене: 
№?- Рх-+ Оу+ Е=0, (8) 

содержащее квадратъ одной изъ перемзнныхъ, первыя степени пе- 
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ремённыхъ и известный членъ. Впрочёмь численную величину № 
можемъ найти независимо отъ величинъ за и 03%, потому что 
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И В 
М= С(вове— ма), тд (5) а 80 и елБдовательно 


№ С(воза + везше) "= С(еовек М. зто 
с050е 


к. о с. 1 уе Сеат о ива) 


608 03 
— - В* — 3 В 
61 +10) +20 
но В*=4АС, а потому 
Е 4АС 
№=С- 4С =А-+ С. 


Можетъ случиться, что при зам н® въ (6) уравнент $ше и 05 
ихъ величинами, коэффищентъь при х т. е. РЕОсозе-= Езшее бу- 
детъ равенъ нулю; въ такомъ случа уравнене (8) приметъ видъ: 

№" бу+Е=0; 
откуда 


—0-=У 0*—4№МЕ 

Слфдовательно данное уравнеше разлагается на два уравнешя 
первой степени, принадлежащ!я двумъ прямымъ, параллельнымъ оси 
абециссъ, когда 0°—4М№Е>>0; одной прямой, когда 0°—4М=0 и 
ничего собою не выражащихъ, когда 0°—4МР< 0. 

Это же самое легко увидать прямо изъ (1) уравненя т. е. если 
Р=0, то оно не принадлежитъ лини втораго порядка, а предста- 
зляетъ ‘собою или двф прямыя, или одну или ни какого геометри- 
ческаго мЪеста. ДЪйетвительно, изъ усломя Р=0 иди Оеозе- 


у= 


у р 
+ Езша=0, найдемъ, что Нат но кромБ того мы уже на- 


ВЕ 
б' 


а потому, ый е 


дя В. 
2С’ ИТ 
Подставивши эту величину Р въ (2) уравнеше. получимъ: 


шли, что ва= откуда = 


В \'’ ВЕ 
(+=) +562+В/+Р=0 
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ИЛИ 
: В \* В 
п = —=0: 

6 с”) Еу+56?)+Р № 

откуда- НЫ 
В _-Е+ИЕ'—4СР ; 
Ио, В. 


Вели Е?—4СЕ>>0, то это уравнене, а сл®довательно и (1) 
представляетъ дв параллельныя прямыя; если Е—4СЕ=0. то дан- 
ное уравнене представляеть одну прямую, а если Е*`—4СЕ<0, 
то ни какого геометрическаго мЪфста. 

$ 164. Въ найденном» (8) уравнент находится членъ съ пер- 
вою степенью у, а потому кривая, зыраженная этимъ уравнен!емь, 
не будеть симметрична относительно оси абоцисеъ, Поэтому по- 
смотримъ: нельзя ли перемфною системы координать уничтожить 
членъ съ первою степенью У и съ этою цфлью отнесемь кривую, 
выраженную (8) уравнешемъ, къ новой систем координать, въ 
которой оси будуть параллельны осямт прежней системы; для этого 
надо въ (8) уравнеши поставить 1-Х выфето хи Ё-+ У вмвето 
у, гь Хи  означаютъ координаты начала новой системы отно- 
сительно прежней, а Х и У координаты точки относительно но- 
вой системы; получимъ: 

М -+ У?- Р®-+Х)- О&+ У-+Е=0 
пли, разекрывъ скобки и расположивъ члены по степенямт ХиУ, 

МУ? +РХ-+(2М№ + 0) У+ (№ -+ РЬ+ 0+ Е)=0. , (9) 

Числа № и А суть произвольныя, а потому дадимъ имъ тая 
значеня, чтобы членъ съ У и извфотный членъ обратились въ нули 
т. е. положимъ: 


ЗМ + 0—0 и №*-+-Р/А-+ ОЁ-+Е=0; (10) 
тогда (9) уравнеше обратится въ : 
МУ’ -РХ=0. (11) 
Изъ уравненя (10) найдем для № и # возможныя значеня: 
о. 0 _ 0:—4МЕ 
Ут 


и слёдовательно (8) уравнене можно привести въ виду МУ*--РХ=0. 
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Кривыя, выраженныя (11) уравнешемъ, въ которомъ съ непре- 
рывнымъ изифнешемьъ х, У также измфняется непрерывно, наз. па- 
(Фиг. 99). (Фиг. 100). — раболами. Для опредфлешя то- 

у чекъ перес®ченя параболы (11) 

ф съ сам координатъ, положимъ 

ш=0; тогда уУ=0 и слёдовательно 

парабола пересфваеть оси коор- 

Е динатъ только въ началЪ коор- 
динатъ и будетъ симметрична от- 

носительно оси обоциссъ. Точка О 

наз. вершиною параболы. Урав- 

неше (11) можно привести къ 

боле простому виду; для этого опредфлимъ У»; изъ (11) уравневя 


и получимъ: Рх или, замёнивь Хи У буквами ги У, 
нь 
у я м“ 
гдВ дробь — — можеть быть положительнымъ (фиг. 99) или отри- 
1 


цательнымъ числомъ (фиг. 100); когда эта дробь положительное 


=2р, найдемъ уравненте: 


Р 
число, то, положивъ — 
' № 


1 


у°=2рх, (12) 
а когда дробь в есть величина отрицательная, то, означивъ ея 
—2р, получимъ: 

у‘=—2рхг. (13) 


Впрочемъ уравнеше (13) можетъ быть приведено въ виду (12), 
если въ немь перемфнимъ х на —х т. е. вели будемф отечитывать 
положительныя абсциссы въ противоположную сторону прежнимъ 
положительнымъ абециссамъ. Количество 2р наз. параметром 
параболы. 

И такъ, кривыхъ втораго порядка, не ин$ющихъ центра, воть одна 
парабола, кот. уравн.: у’=2рх можеть быть получено изъ уравненя 

Ах? + Вху + Су’+Охг-+ Е-+-Е=0. 
при В*—4АС=0. 
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Розыснан!е фокусовъ и рад: усовтъ - векторовъ 
кривыхъ втораго порядка. 


$ 165. Можно показать, что для всякой кривой втораго порядка 
есть точка, разстояше отъ которой до какой либо точки кривой 
будетъ ращюнальною функшею абсциссы. Такая точка наз. фоку- 
сом кривой, а разстояне отъ нея до какой либо точки кривой 
наз. радёусоме-вектороме кривой. 


Пусть < и @ означаютъ координаты искомой точки т. в. фокуса, 
1 и у координаты какой либо точки кривой, а г разетояне между 
этими точками; тогда по формулё $ 6 найдемъ: 

= (а—а)!+(у—Я)* 
или - 
7—2" —Зав + а” + у? Э Ву в?. (1). 

Розыскане фокусовъ и рамусовъ-векторовъ мы произведемъ от- 
ДЪлЬНо для каждой изъ кривыхъ втораго порядка. 

\ 166. Розыскан. фокусовъ и рад1усовъ-векторовъ эллипса, 


Изъ’ уравн. эллипса 47у? 622—476? пыфемъ: у == у а`—т 
а 


замфнивъ въ (1) равенствЪ у его’ величиною, найдемъ: 
2 


Ь Е 
2—9 -+ 2 (аж =” 2 
== 2% (0 а") Иа +8. 
Чтобы г быль рашональною функшею, необходимо, чтобы не 


было во второй части члена еъ У а’—2?, а для этого надо поло- 
жить 8—0; тогда получимъ: 


с Ь? 
пан +3 (а*—1) 
или, едфлавъ приведеше, 
(а—5) 
т = — = —2аг + (+ 6"). (2) 


Кром того, чтобы г было ращональною функщею 2, надо, чтобы 
18 
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трехъчленъ во второй части быль бы полнымъ квадратомъ °); а 
Для этого необходимо, чтобы квадратъ коэффищента при въ пер- 
вой степени равнялея бы учетверенному произведеню коэффищента 
при 2 во второй степени на извЪетный членф т. е. чтобы 


? 2 
4е'= жы Хе + 5: 
а 


откуда, опредфливъ ©, получимъ: 
а==у®-й 


ИЛИ, ПОлОЖиВЪ Ив =с. найдемъ: © = с. И такъ, координаты 
пекомыхь точекъ будуть: (с, 0) и (—е, 0); а это показываетъ, 
что эллипеъ имфетъ два фокуса, находящеся на его большой оси 
по 06% стороны отъ центра на 
разстояни с. Для получешя этиуъ 
9 м у точекъь (на чертежз) эллипса. въ 

которомь ОА =а и ОВ =, они- 
шемь изъ точки В дугу ращу- 
сомъ, равнымъ а, которая пере- 
свчеть ось 2-въ въ точкахъь Ри 
Е’; тогда ОР=У ВЕ’ ОВ= 
= Уа* — 5* = с. Словательно 
точки ЁЙи Е” суть фокусы эллийса. 
Поставивь с вместо © во (2) равенство и аамфтивъ, что а’—6°=с* 
д += -+6*=а°, найдемъ: 


(Фиг. 101.) 


откуда 


и 


*) Трохьмень будетъ ноднымь квадратохь тогда» когда два чдена суть полные квадраты, 
а, трей предетаваяеть удвоенное произведеше первых стешеней двухь первыхь членовъ, 
цоэтому, чтобы трехъчлень Ах Вг--С былъ бы пожнымь квадратомъ, тдБ Аш? есть 


хвадрать 2/ А, С веть квадратъ Ис необходимо, чтобы Ва—о=И. и. С; вх ий 
или В*—4АС, потому что при этом условш Аг Ве--С = Ат: 2 АТ С+-С= 
=еУж+у с). 
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ст 
Такъ какъ для эллипса г<а и с<а, то г «а и сл дователь- 


ст : 
но разность: а—^- будетъ числомъ положительнымь;‘ кром® того, 


мы для г ищемъ длину, а не направлен!е, а потому передъ раз- 
ностью беремъ знакъ - и получаемъ: 


МЕ или г= а“. (3) 


тдв г означаеть разстояше отъ точки К до точки М (2, У), взя- 
той на эллипс®. 


Чтобы получить разстояе отъ точки М (т, У) до пругаго фо- 

Е'(—е, 0) надо въ (3) равенствВ перемфнить с на’ — с; найдемъ: 
МЕ' или г, =а +, (4) 
Изъ равенствъ (3) и (4) имфемъ: 
гг, =2а 

т. в. сумма разетоянй каждой точки эллитса до фокусовё 
есть величина постоянная и равна большой оси. 

$ 167. Розыскан!е фокусовъ и радйусовъ-векторовъ ги- 
перболы. Изъ уравнешя гиперболы: а^у°—6°2*—= —а'6* пыемъ: 
9= =оУ 2`— а*; подставивъ эту величину У въ (1) равенетво, 


найдемъ : 


оВЬ 


2 ——__ 
га —З ар @° + бя а*)= “Из +8". 


Чтобы г быль выраженъ ращонально по 2, необходимо, чтобы в 
равнялось бы нулю; тогда получимъ: 


р? 
= — 0 + 02° + — (2 — а°) 
а 


или 
ФИ 1__ р?) 
= и? —2 ах + (®'—6°). (5) 
Кром того, такъ какъ г долженъ быть выраженъ ращонально 


18* 
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по 2, то вторая частъ (5) равенства должна быть полнымъ квад- 


ратомъ, а для этого необходимо, чтобы (вм. примбчане $ 166) 
а? 5? 
рее» 


*— 


откуда, рашивъ это равенство относптел. <, получ. @= +уе-в. 
или, положивъ Уа’-+5°=е, найдемь: «= -с. Слёдовательно ко- 
ординаты искомыхъ точект будутъ (с, 0) п (—е, 0);а это показы- 
ваеть, что гипербола имфеть два фокуса, находящеся на пересЪ- 

(Фиг. 102). 


кающей оси гиперболы, по 0б% стороны отъ. 
центра, на разстояни с. Для полученя этих 
точекъ (на чертежь) гиперболы, въ которой 
ОА=а и ОВ-—Б, соединимъ точки А и В 
(АВ=У 0В*+04°= Ие-Р=о), а изъ 
точки О опишемъ дугу ‘радусомъ, равнымъ. 
АВ,которая пересфчеть ось абецисеъ въ точ- 
кахь Ри Ё”; эти точки будутъ фокусами ги- 
перболы. 


Поставивъ с вмфсто < въ (5) равенствЪ, найдемъ: 


р 2 
@+ь : 
—— 2+ (6—0) 
Е р 
или, замётивъ, что ас? и с°—6°=а*, получимъ: 
3,2 з 
„Ст 9 2 ст ) 
—=-——--— 2х + @ = |——@}; 
а? а д? ий. 


откуда 


(ст 
== (а) 
а 1 


ст 
Такъ какъ для гиперболы с>а и ха, т9 — >а, а потому и 
а 


сх 
разность 2 —-@>й слфдовательно, взявши - передь разностью, 


найдемъ: 
ст 


МЕ или гг. (7) 
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Для получения другаго ращуса вектора, проведеннаго въ точку же 
И(х, у). нако въ (6) равенств® поставить —с выъето с; получимъ: 


ст сх 
„== (—“—а)= =(5 ее а) 
а а 


и слЪдовательно 
ст 
МЕ пли РЕ (8) 


Вычтя почленно (7) равенство изъ (8), найдемъ: 
п —г=2а 
т. е. разность разстоянёй каждой точки зиперболы 90 ея 
фокусовз есть величина постоянная и равна дъаствитель- 
ной оси. 
$ 168. Розыскан!е фокусовъ и рад1усовъ-векторовъ пара- 
болы. Изъ уравнешя параболы: /’=2рж, имфемъ: у==И ра; 
подставивъ эту величину У въ (1) равенство, найдем: 
т— а — ад а' + Эра--ЭВУ 2ре+в°, 
тдв для рашональности г необходимо, чтобы @==0; слёдовательно 
7—2? ар а’ +2 рт 
или 
За? +9 (ррае а". (9) 
Чтобы вторая часть этого равенства была полнымъ квадратомъ, 


надо. чтобы 
(р—-е)’= а’ пли р’—2ра +=; 


откуда: ве. 
2 
Следовательно парабола имфеть только одинъ фокусъ Ё, лежа- 
: . р (Фиг. 103). 
щЙ на оси параболы въ разетояни ут. е. чет- у 
М 
верти параметра отъ ея вершины. Поставивъ 
въ (9) уравнени 2 выфето ©, найдемъ: 
2 | р\ о\ = 5 
= трг-+-—-=(т+-—); 
о ): 


откуда г=-+ — } 
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Розыскан1е директриссъ кривыхъ втораго 
порядка. 


$ 169. Директрисою кривой наз. такая прямая, разстоян!е до. 
которой какой либо точки кривой находится въ постоянномъ отно- 
шени къ разстояню той же точки кривой до фокуса. Розыскане 
директрисеъ кривыхъ втораго порядка будемъ производить отдфльно 
для каждой изъ нихъ. 

$ 170. Розыскан1е директриссъ эллипса. Пусть искомая ди- 
ректриеса для эллипса, котораго уравнеше ау’ +52=а”5’, бу- 
детъ 

тх-+1у-+49=0. (1) 

Тогда разотояне какой нибудь точки (2; у) эллипса до этой 

прямой и до фокуса будутъ ($$. 38, 166): 


тх-+пу + ег ст 

= У га” ван =а+ 
Им? +? в @ 

и такъ какъ прямая (1) есть директриеса, то отношенше д къ = 

или д къ , будетъ постоянно и равно напр. положительному числу 


рт. е. 


д: = иди д: и, =; 
откуда 
д=Ё" или дя. 
Замфнивъ д, гиг, ихъ величинами, получим: 
тх пу + сх тх - пу - Я 
Я (а или Е НЕ Ща +“) 
а ЕЕ Ут +? а 
перенеся въ одну часть всф члены въ каждомъ изъ этихъ равенствъ 
и сдвлавъ приведене, найдемъ: 


(=. 


( ее п ть = 59 (= и )=0(3) 
а утут =Ит + =Ит п 7 


Ы 


4 
= нь. А = 
\+И + т? . ) И 
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Чтобы (2) уравнеше обращалось бы въ тождество для координатъ 
веякой точки (2, У) эллипса, надо, чтобы коеффищенты при хиу 


п извфетный членъ были бы равны нулю; т. 6. 
Ес т ® 
О, (4) О 5 
ау а 5 (. ) Ут? 2 ( ) 
и 4 @=0. (6) 
=у т?” 
Изъ (5) равенства найдемъ, что в=0, а потому (4) равенетво 


Ес т 
обращается и _ (и такъ какъ Ё есть число положитель- 


=И м? 
ное, то при корнф надо взять знакъ —; Поэтому получимъ: 


Ё 
"6 1-0 иди = замёнивши же въ (6) равенств® Ё и п ихъ 


а с 
величинами и взявъ, какъ уже было сказано, передъ корнемъ — , полу- 


ЧИМЪ : 


2, 

в а’т 

— Ч аб =0 ии 4=——. 
т с ЭВА 


Эти величины # и 4 подставимъ въ (1) равенство и найдемъ урав- 


неше директриссы: 
2 2 


ат а 
тх———=0 и х=—, 
с с 
которое показываеть, что искомая директрисса параллельна оси 
. @? 
ординать п находится на разстоянш =_ оть нея въ сторону поло- 
жительныхь абоцисеъ, какъ указано на 68 чертежв ($ 112). 


с 
Поступая точно также, найдемъ изъ (3) равенства, что т 


2 


ат Е ‹ 
тт уравненше искомой директриссы будетъ (1) 
а’т а? 
те+——=0 или х=——> 
с с 


которое показываетъ, что другая директрисса тоже параллельна оси 
2 


._ @ 
ординатъ и находится на р отъ нея въ сторону отри- 


цательныхьъ абециесъ, какъ указано на той же 68 фигурз. 
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$ 171. Розыскане директриееъ гиперболы. Розыскаше 
пиректриссъ гиперболы производится точно также, какъ для эллицеа; 
гипербола тоже имфетъ двЪ директриссы, параллельныя оси орди- 


я 2 
натъ и находящяся по 068 стороны на разетояви ев 
с 


$ 172. Розыскан!е директриесъ параболы. Пусть 
те--пу-+9=0 (1) 
будетъ искомая директрисса параболы, которой уравнение: у*=2 рт, 
а КЁ постоянное число (положительное), выражающее отношене раз- 
стоя точки (2,9) параболы до (1) прямой къ радгусу-вектору 
точки (2, у); тогда, согласно опредфлешю директриссы, найдемъ: 
тх - п 
р Вы: К +) 
Иж? п? 2 
или, перенеся всф члены въ одну часть и сдфлавъ приведеше, по- 
лучимъ: 
р т )- + ЗИ. ДНЕ —)=0 
( И тп? =И тп? (3 =Иж-»т 
Чтобы это равенство было справедливо для вевхъ точекъ пара- 
болы, надо, чтобы коэффищенты при 2, и извфстный членъ были 
равны нулю т. е. 


и 
ИУ т? +1" 
Изъ втораго равенства выходить, что и==0, а изъ перваго: 


т 

*=———_ или, удержавъ знакъ + при корн®, такъ какъ # есть 
Иж” 

число положительное, найдемъ. К=1; подставивъ же величины и 

п въ третье равенство, гдф при корнё удерживаемъ, какъ было 

замфчено, знакъ -, получимъ: 


В. 9. = И = ПР 
ет 0 или 9 р 
Величины #2 и 4 вотавимъ въ (1) уравнеше и найдемъ: 
р в. 
тх + 7 =0 или х= я 
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т. е. парабола имфетъ одну только директриссу, параллельную оби 
ординать и лежащую въ сторону отрицательныхь абециесъ на раз- 


стоянш отъ нея р. 


Уравнен!е касательной и нормальной къ кри- 
вынъ втораго порядка. 


$ 173. Выводъ уравненйя касательной. 1-ый Способс. Дана 
‘кривая 
Аз” -+- Ву + Су*+ Ое + Еу-+Е=0 (1) -б 
и точка (2,,у,) на кривой; требуется составить уравнене каса- 
тельной къ этой кривой въ точкф (т,, ,). Такъ какъ васательную 
въ данной точк® на кривой можно разсматривать. ($ 52) какъ 
предвльное положене сфкущей, проходящей чрезъ туже точку, когда 
вторая точка пересфченя неопредфленно приближазтея къ первой, 
то поэтому возьмемь на кривой произвольную точку (х,, у»); тогда 
уравнеше съкущей будетъ: 


уф (аа) ван уу ие) (2) 
2—1 


Точки (1.9) и (2, у») лежатъ на кривой (1), а потому ко- 
ординаты этихъ точекъ должны удовлетворять (1) уравнению т. е. 


Ат,” + Валу, + Су! + Эх, + Еу, +В=0 (3) 
и Аз? Веьуь + Су, + Ох, = Еу, +Е=0. (4) 


Вычтя (3) равенство изъ (4), получимъ: 
А(т’— 2?) + В(еу,— 2, )+ Су’ — 9") + 
+[(г,—=2)+Еу,—у)=0; 
раздёливши вс члены уравненя на т,—2, и замфтивъ, что 
2—2, ты, ФА, +2, — 21, 29) + (2-8) 
ый т, —т, 


т.—а 1.—т, 
а +9: =т5, + у: , 

найдемъ: 
А(ть- <!) + В(тх, +9) + С(уз +у)т-+- В- Ет=0, 
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откуда 
А(х, + г,) + Ву +20. 
Валь + С(у,+и)+Е 

Когда же сВкущая (2) совпадеть съ касательною, тогда точки 
(ть, Уз) и (1,9) совпадутъ, а савдовательно будетъ: 1=41, 


=: и 


„__2Аа+Ви +0 
т — Ва +2би-+Е' 


Замфнивъ и въ (2) равенствЪ 1% его величиною, найдемъ уравнене 


2, Аж, = Ву +0, 
Г А ЕЯ И 


искомой касательной, гдё х и у означаютъ координаты произволь- 
ной точки, взятой на касательной, аз, и у, координаты точки 
‘касаня. Г 

2-й Способь. Этотъ способъ основань на „возможности отличать 
аналитически точки, лежащя по одну сторону кривой, оть точекъ, 1е- 
жащихь по другую сторону кривой втораго порядка, Отлище ихъ сестоитъ 
въ томь, что для точекь, лежащихь по одну сторону кривой втораго 
порядка ($$ 68, 93 и 123), первая часть уравненя кривой, въ которой 
соединены всЪ члены уравнешя, будет постоянно боле нуля или поетоян- 


во менфе нуля. 
Пусть 
Аж? -- Ву + Су? Ое- Еу +Е=0 (1) 
уравнен!е кривой РО втораго порядка; М (2, у,) данная точка на этой 
(Фиг. 104). кривой и 5 касательная къ ней въ точкЪ 
М; треб. вывести урав- касательной В5. 
Уравнен!е этой прямой, какъ проходящей 
чрезъ точку М(ж,, у,), будетъ 
У—\ =т(#— 9), (2) 
гд% хи у суть координаты какой ибо точки, 
взятой на касательной; 2, и У, —координаты 
точки касания, а —тангеноъ угла, состав- 
0 «  ляемаго касательною съ положительнымь 
направаенемь оси абсцисоъ; слфдователь- 
но, дая нахождения уравнешя касательной, надо опредфлить величину т. 


3 
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Положимъ 
х—1=&й или в=<, +й; (3) 
тогда изъ (2) равенства 
уу: +тй. (4) 
Координаты ти у, находящися въ (3) и (4) равенетвахъ, отличны 
отъ тьхь, которыя въ (1) уравненш, а потому, если подотавимь вВЪ 
первую часть (1) уравнешя величины и у, опредбленныя (3) и (4) 
уравненями, то первая часть не будеть равна нулю; означивъ чиолен- 
ную величину я буквою ©, получимь: 
5— (а, +) В(а, ЕВ) (у, +т®)-+С(у, + т)? Б(а-=Ю--Е(у, + т) +Р 
или, произведя указан. дБйств я и расположивъ члены по отепенямь й: 


= А № +245 |№ +42 | 


+ Вт +В | +В 

+ От? + Втх, +би? | 
+ 2Стх, | + 0х, ( (5) 
+Р | = Еу 1 \ 
+Ет | +Е 


Посл% дн! стоябецъ этого равенства представляеть первую часть урав- 
нения (1) вривой, гдВ вмфото х и у подотавлены х, и У,; координаты 
же точки, лежащей на кривой, будучи подетавлены въ ея уравнеше,, 
обращають его въ тождество, а потому посявлнй  столбець будетъ ра- 
венъ нулю. Кром того, положимъ для сокращен: 

А-+ Вт + Ст =К, (6) 
2 Аж, - Ву, + Втх, + 2Сту, +0 +Ет=1 


тогда найдемъ изъ (5) равенства, что 
ь = КИ? 14. 

Касательная В$ вся лежить по одну сторону кривой РО, и потому 
количество © (5668, 93 и 123) должно сохранять свой знакъ при все- 
возможныхь значеняхъ 1, а это можеть быть только тогда, когда (7) 
равенство не содержить первой степени № т. в. когда ь 

= 0, (8) 
потому что тогда (7) равенство будеть вида: 5:=К®, гд 1? при вебхъь, 
дфйствительныхь значешяхь № будеть числомь положительнымъ, 

Поетавивъ въ (8) равенствв вмЪсто лего величину (6), найдемъ: 

2 Аз, + Ву, + Втт, + ЗСту, +0+Ет=0; 
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откуда 
а 2 Аз, + Ву +0 
— Ва, -+3Су+Е 


и если теперь въ (2) равенствф замфнимъь т его величиною, то полу- 
чимь уравнен!е: я 


Уи —— ЭС, (2—2) (9) 
искомой касательной. Этоть сиособъ принадлежить нашему геометру 
Острорадскому. 

$ 174. Изъ общаго уравненя 

Аз? - Вау + Су? +Ог-+- Еу-+ Е=0 
можемъ получить частное уравнене каждой изъ кривыхъ втораго 
порядка, давая коэффищентамъ: 4, В, С,...частныя значен!я; на- 
примёръ, если желаемъ изъ этого уравненя получить уравнене: 
а? + 62° — 46° эллипса, то полагаемъ въ общемъ уравнени: 

А=ф?, В=0, С=а’, О=0, Е=0 и Е=—фа 
и, замфнивши теперь 4, В, С,... ихъ величинами получимъ урав- 
нене; 6°2*-+ а*у’— а =0 или а'/? +52 =”. Подетавивъ же 


величины 4, В, С,... въ уравнене (9), найдемъ уравнен!е ка-- 


сательной къ эллипсу. 
Поступивши такимъ образомъ. найдемь, что уравнен!е касательной: 


1) кь окружности: 2’-+ ==? есть бей 
1 


_ 622, 
ау, 


2) кь эллипсу: а*/*-+ 62° =а*6?....у-у=- (2—2); 


у 
3) къ гиперболв: 2*у*— 6 = — 76°... у— у, = ы (2—2) и 
1 


4) къ параболв: у°=2рх......... уи= 9—2). ` 
1 


$ 1715. 'Выводъ уравнен1я нормальной. Положимъ требуется 
составить уравнен!е нормальной къ кривой 
Аз” -- Вау + Су’+ Ог + Еу+Е=0, 
проходящей чрезъ данную точку (2, , У, ) этой кривой. Намъ извфстно, 
что нормальною въ данной точк® кривой наз. прямая, перпендикуляр- 
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ная къ касательной, проведенной къ кривой въ тойже точкЪ, а по- 
тому, чтобы составить уравнене нормальной (} 36), беремъ урав- 
неше нормальной, какъ проходящей чрезъ данную точку: 
уу =т(г—2,) 
и такъ какъ эта прямая должна быть перпендикулярна къ каса- 
тельной, которой уравнен!е 
2Ах, + Ву +0 


уу м тя +20, ОИ 2), 

_ Ва -2бу +Е 1 } ) , 
то ($ 36) т= Од ВЫ: и слвдовательно уравнене нор 
мальной будетъ 

_ Ва +2Сиу, Е 
У РН (10) 


ТД т иу означаютъ координаты произвольной точки нормальной, 
а <. иу, координаты точки кривой, чрезъ которую проведена нор- 
мальная. 

Примфнивъ уравнене (10) къ частнымъ случаямъ, какъ было 
указано въ $ 174. найдемъ, что уравнене нормальной 


1) кь окружности: 2’ +у’=иг” веть Уфу = т? (2—<,); 
2) къ эллипсу: а? - 62° =а*°...... у—у = =: (2—«,); 
3) кь гиперболв: а*/° —6?2*= —а*6°. .у—у, = (2) в 
4) кь параболв: у’=2рх............ ие (2—2). 
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ЗАМБЧАНТЕ. 


& 176. Кромф общаго уравнешя 42*+Вху-+Су'+Ре--Еу+Е=0 
кривыхъ втораго порядка существуеть другое уравнеше, принадле- 
жащее кривымъ втораго порядка. Разсматривая уравнен!я окружности 
($ 53), параболы ($ 66), эллипса ($ 89) и гиперболы (\ 118), 
видимъ, что уравневшя этихъ кривыхъ можно написать однимъ урав- 
ненемъ: 

у’=2рг +42”, 
тдв р число положительное, а 4 для окружности и эллипса есть 
число отрицательное, для параболы— равно нулю, а для гиперболы 
есть число положительное, 


ЗАДАЧИ. 


Разысвать даметры лин! (1—19 включ.), пользуясь приемами, указан. 
въ 65 153, 154, 155 и 156: 


11 у-+2ху-+ 22° +42 +8=0. 2. у? 421-+ 2ау—4у—102- 7-0. 
3. у-+бау-+ 92 +5=0. 4. у?—6жу +82 =0.` 

5. 4/+262—205у—8у+4=-+12=0. 

6. 9? +6ху-+-10у?— 562—бу-+1=0. 

Й. 4+ 82—42? +28#—4у—23=0. 

8. 4у?— 16ту+ 132+ 18#—#7=0. 

9. 2-2? + 4ту+4е+4у+2=0. 


10. 2у’— 82у-- 72? +42—5=0. 

11. 9у?--6ту—82*—522 +6у—116=0. 

12. у’—6ху+112+3е+8=0. 

13. 172*+362у-+36у?—1022—108у-+ 153=0. 
14. 32+ 4ту-+4у’— 82-89 14=0. 

15. у’—2ту— 22 +у—4е-+=0. 

16. у’—32'—бу—2=—3=0. 
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Отд. УШ. 
17. 2+ зу-+у?—3у—32—3=0. 
18. у’—4у—32=0. 19. Эту аа -—1 =0, 
Опредфлить ассимптоты типерболь’ (20—27): 
20. 5*—жу—2—3у—10=0. 21. <у—т—у+ 2=0. 
22. у==У=*—32+2. 23. == 2+2. 


д?--ж-1 т 
24. у— ЕЕ 25. Е. 
1 т 
26. уе 27. г 


Опредфлить геометричеся значеня уравнены (28—46) т. е. прел- 
ставляеть ли оно точку, или одну прямую, или дв прямыя или-же лин 
втораго порядка; въ послфднемъ случаЪ розыскать центръ кривой, если 
она имфеть его, а также и оси кривыхъ: 

28. 2°+2у’—32+2у—8=0. 29. 142? —4 у + 11у°—60=0. 

30. 55—Зту-+у?-+4==0. 81. 22—22 у?—6б=-9=0. 

32. 22° + 4ту-+3у"—«-+3у—42=0. 

33. 32? бху+4у ету =0. 

34. 32?—2ту—у°+82-4у—3=0. 35. да — у -+а—2=0. 

36. 32? + 8ху—3у°+10=0. 37. 112? + 84лу—24у°=156. 

38. 22? +ху—у'+3=-+у9=0. 39. 2?—Зту-—Зу +2 уфы =0. 

40. ху+-3= =2у+12=0. 41. 42—12 ту-+9у*+ 22—32 +10=0. 
‚ 2+ бау-+9у?-+=-+3у-+0,8=0. 43. у?+32—4=0. 

‚ 2?_Эту+у 2=0. 45. 42° —Чау+у +т—2—0. 

‚ 2—2 у"—2—у—1=0. 

. Найти уравнене лини втораго порядка, проходящей чрезъ точки: 
(0,0), (0,2), (—1,0), (—2,1) и (—153). 

48. Найти уравненше параболы, проходящей чрезъ точки: (0,0), (0,—1), 
(2,0) и (6,—1). 

49. Найти уравнеше кривой втораго порядка съ центромъ, проходя- 
щей чрезь точку (1,2) и касающейся оси абсциссъ въ точкё (—1,0) и 
оси ординать въ точн® (0,3). 


& БЕБ 


з й 2°-рт-- 
50. Опрелёлить услов!е, при которомъ уравнение: Е :. 


р ПРА 
ставляеть уравнешя двухъ прямыхъ. 

51. Опред. геометрическое значен!е уравнения: (у—=)*+ (а? Па = 
=2(т—:)(т—1). 
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52. Найти условя, при которыхь кривая втораго порядка была бы 
касательною къ оси абсцисеъь въ началв координатъ. 

53. Написать общее уравнен!е параболы, для которой прямая у=ах 
была бы осью. 

54. Написать общее уравнен!е параболы, ичвющую ось, параллельную 
равнодёяящей угла между осями координать и касающуюся оси абециесъ 
въ данной на ней точк®. 

55. Написать общее уравнеше кривыхъ втораго порядка касающихся 
осей координать въ двухъ данныхь на нихъ точкахъ. 

56. Опредфлить геометрическое исто такихъ точекъ, чтобы разетояня 
каждой изъ нихъ до данной поямой и данной точки находились бы въ поето- 
янномъ отношени 2 къ п. 

57. Прямая, опредфленной длины, движется такъ, что ея концы лежать 
на бокахъ даннаго угла. Вывести уравнене лан, описанной данною 
точкою на этой прямой. 

58. Дань уголъ и внутри его точка. Опредфлить геометрическое мвето 
серединъ прямыхь, проходящихь чрезъ эту точку и ограниченныхь 60- 
ками угла. 

59. Даны двф точки А и В на двухъ нараллельныхь прямыхъ. Чрезъ 
эти точки проведемь дв нрямыя подъ равными углами къ каждой изъ 
нихь и продолжимь до встрчи въ точк® М. Опред. геометрическое исто 


288 АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. 


точекъ 1. 

60. Опредфлить геометрическое место такихъ точекъ, что если одну 
изъ нихь, напримръ точку М, соединимь съ двумя данными точками 
Ан В, 10 ДМАВ—=! С МВА. 

61. Опредфлить геометрическое место вершинъ треугольниковъ, ичвю- 
щихь тоже основаше и въ которыхь разность угловъ при основант 
веть постоянная. 

62. Опред. гвометр. мото четвертой вершины параллелелограмма, когда 
дв его стороны сохраняють туже величины и тоже положене, а дгагональ, 
не проходящая чрезъ искомую вершину, проходить чрезъ данную точку, 

63. Даны два круга. Опредфлить геометрическое исто такихъ точекъ, 
чтобы сумма касательныхь, проведенныхь изъ каждой изъ нихъ кЪ этимъ 
кругамъ, была бы данная. * 

64. Положимъ данъ кругь О и къ нему дв касательныя. 42 и Ау 
въ точкахь Ви С; кь дуг8 ВС’ проведемь еще касательную до пере- 
ебчешя съ первыми въ точкахь Ри 0, а изъ точекъ Ри © проведемъ 


Отд. УШ. 


прямыя, паралельно Ати Ау, до пересфченя въ точкё М. Опредаить 
геометрическое м®сто точекъ М. 

65. Даны двз пересвкающеся прямыя. Опредфлить геометрическое 
ифето такихъ точекъ, чтобы прямая, соединяющ!я основашя перпендику- 
ляровъ, опущенныхь изъ какой либо точки геометрическаго мфста на 
данныя прямыя, была бы постоянной длины. 

66. Даны два круга, которыхъ центры Ои О’ лежать на разстояни 
а. Проведемъ прямую такъ, чтобы она была Касательною къ кругу 0’ 
и сВкущею къ кругу 0; чрезъ точки пересвчения проведемъ касательныя 
къ кругу О до ветрёчи въ точкё М. Опредфлить геометрической мвето 
точекъ М. 

67. Даны двф точки Аи А” на оси абсциесъ прямоугольной систёмы 
02 координатъ. Чрезъ точки А и А’ проведемъ такъ прямыя АВ и 
А'В’ (точки Ви В’ на оси у-въ), чтобы сумма площадей треугольни- 
ковъ АОВ и А’ОВ’ была постоянна. Опредёлить геометрическое м%ето 
точекь М пересёченя прямыхъь АВ и А’В’. ‚, 

68. Даны дв точки А и В на бокахъ Ох и Оу угла г0у; прове- 
демъ прямыя АС и ВО (точка С на Оу, а О на 05), чтобы сумма 
ОА 
0006 
перееченя прямыхъь АС и ВО. 

69. Данъ эллипеъ: Мах? + №? + Р=0 и окружность: (2—4) 
+(@—5)?=г?, которой центръ данъ, а рамусь измфняется. Опредёлить 
теометрическое мфето серединъ общихь хордъ. 

70. Кругъ, перемённаго радуса, касается прямой РО въ точкё С; 
на’ прямой РО даны еще дв точки А и В, изъ которыхь проведены 
по дв касательныхь къ каждому изь круговъ до ихъ ветрфчи въ точк 
М. Опредёлить геометрическое мсто точекъ №. 
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была постоянная. Опредвлить геометрическое м®ето точки М 


19 


ОТДВЛЪ ДЕВЯТЫЙ. 


Коничесвя сёчешя. Выводь уравнешй нЪкоторыхь привыхъ высшаго порадка и транецен- 
3} дентныхь. Задачи. 


Коническ! я сЪчен!я. 


$ 177. Вривыя втораго ‘порядка, какъ то: окружность, эллипеъ, па- 
рабола и гипербола наз. еще. коническими спчешями. Такое назван!е 
иыъ дано потому, что эти кривыя можно получить чрезъ пересчене 
конуса плоскостями. 


Намъ извфотно, что конусъ есть тёло, полученное отъ вращеня пря- 
(Фиг. 105). 


А 


мо кочьнато треугольника около одного изъ катетовъ, который остается 
неподвижным; гипотенуза-же этого прямоугольнаго треугольника опи- 
сываетъ коническую поверхность. Можно также коническую поверхность 
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разсматривать какъ полученную отъ вращеня одной изъ двухъ пересв- 
кающихся прямыхъ около другой, когда эта послфдняя не измфняеть 
‹воего положен!я; напр. если имВемъ двф переефкающя прямыхь АА’ 
(фиг. 105) и ВВ", составляющя уголь АОВ==а, то, оставляя сторону 
АА’ неподвижною и двигая прямую ВВ’ справа на аЪво, прямая ВВ, 
опишеть коническую поверхность, состоящую изъ двухъ частей, распо. 
ложенныхъ другъь противъ друга и имфющихъ общую вершину О. Прямая 
АА’ наз. осью конуса, а прямая ВВ’ образующею конуса. Если пред- 
ставимъ плоскость, перпендикулярную къ оси конуса, то получимъ въ 
сВченш кругь, какъ это доказывается геометрии. 

Чрезъ ось АА’ предетавимъь плоскость, которая пересфчеть кониче. 
<кую поверхность по двумъ образующимъ, положимъ, ВВ’ и СС’; про- 
ведемъ еще плоскость, перпендикулярную къ плоскости СОВ, которая 
пересёчетъ эту плоскость по прямой ДЕ, а поверхность конуеа по ли- 
ни МОМ. Требуется опредфлить свойетво лини МОМ, когда дано: уголь 
АОВ=а, О0=а и уголь ОРЕ=В. 

Примемь прямую ЛЕ за оеь абециееъ, а прямую, проходящую чрезъ 
точку О перпендикулярно къ ОЕ и лежащую въ плоскости ефчешя МОМ 
за ось ординатъ. Возьмемъ какую нибудь точку № на кривой МОМ и 
означимъ координаты ея буквами т и у; изъ точки М опустимъ ‘пер. 
пендикуляръ МЕ на ось абециесъ; тома РЕ=х и МЕ—=у; очевидно 
также, что МЕ будетъ перпендикулярна въ плоскости С’ОВ. Чрезъ пря 
мую МЕ представимъ плоскость, перпендикулярную къ оси АА’, которая 
пересфчеть плоскость СОВ по прямой КГ, а конусъ по кругу КИЕМ. 
Прямая МЕ перпендикулярна въ плоскости СОВ, слЪдовательно и кь 
прямой КЁ, а потому можемъ написать, что 


МЕ:КЕ=ЕГ:МЕ или МЕ’— КЕ. ЕГ.. [9 


Въ треуг. ОКЕ уголь КОЕ=180°—В, уголь РКЕ=У0°—КОА= 
—90°- зи уголь ДЕК=180°—(КОЕ-- ОКЕ)=180°—270°+а-+В= 
=а-+8—90%ир Е= х. Зная, что въ треугольник®, стороны его пропорщ!о- 
нальны синусамь угловъ имъ противулежащихь, найденъ изъ тре- 
угольника ОКЕ, что 


КЕ: зп КРЕ==ОЕ: эт ОКЕ или КЕ: ив = 2: 6054; 


откуда 


7 2908 : 
Ева (3) 
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Чрезъ точку О проведемъ въ плоскости СОВ прямую ОС, паразлель- 
но КГ и прямую Е./ параллельно ВВ’; тогда Ег=в/=06—04 и 
06 =208В= Заза. Въ треутольн. УЕ имфемь: РЕ=х, уголь рЕ/= 
— ЛЕК—РЕК= 06 0—РЕК=(90°— а) —(&-+ 8—90°)=180°—2а—в; 
изъ этого же треугольника найдемъ, что 

ру _ РЕ зо ОУ що т } 
япрЕЛ эт БУЕ $1(180°—29—8) 31(90°- а)’ 


откуда 
ое ы р. 
605@ 
сафдовательно: 
о он, 


воза, 
Замфнивъ въ (1) равенствь МЕ,КЕ и ЕЁ ихъ величинами, получихъ. 


Вы на ата ы 


— ©0534 6059 
иаи 
ь ‚_ Зала, И 4 В) (3) 
6059 603? а, 
или, лоложивъ: 
пра, выба+ _ я 
. са Р 60°. Ча : 
найдемь: 
у?=2ре- 42°. (5) 


И такь коническое съчеше есть кривая вторатю порядка. 

$ 178. Смотря потому, коэффищенть при 2 будетъ ли отрицательный, 
нуль или положительный, коническое свчен!е будеть ($ 176) зллипеъ, 
парабола или гипербола; мы также видимъ, что уголь @< 180°, В<180°, 
а потому зша, соза и зш В суть положительныя числа, а знакъ зп (2а-+8) 
зависить оть величины угла 29-8 и можеть быть положительным, 
отрицательнымь. и равнымъ нулю. 

Если 2а- 8 < 180°, то зш(2а- В) будеть положительнымь, а коэф- 
фищенть 4 чиеломъ отрицательнымь; слфдовательно искомое офчеше 
(6 176) есть эллищеъ. Такъ какъ 24+8<180°, то видимъ, что прямая 
ДЕ встр чаеть образующую ВВ’; отсюда слёдуеть, что эллинеь полу“ 
чится тогда, когда конусъ пересфчемь плоскостью, ветрёчающую проти” 
вуположныя образующия. 
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Если 24+ =180°, то 5т(2а+8)=0 и 4=0; уравнеше (5) приметъ 

ЗИДЪ: 

у=2рх 
чт, в. искомое сЪчене есть ($ 176) парабола, Въ этомъ случа прямая 
РЕ параляельна ВВ’ и слёловательно, если конусъ пересфчень плос- 
костью, параллельною одной изъ образующихь, то получииъ въ обчени 
параболу. 

Если 2а--В >> 180, то эщ(2а+В) будеть отрицательнымъ, а слфдователь. 
но 4 положительнымь и потому ($ 176) искомое сБчен!е ееть гипер- 
бола. Въ этомъ случаЪ пряная ОЕ не ветрётить образующей ОВ ниж- 
няго конусу, а вотрётить образующую ОВ’ верхняго конуса; оллова- 
тельно кривая будеть расположена на поверхностяхь верхняго и ниж- 
няго конусовъ. Поэтому, вели конусъ разочемь плоскостью -такъ, чтобы 
она не встрётила противоположной образующей этого конуса, то искомое 
сбчене будеть гипербола. 

Если 4—0 и 2+8 < 180°, то сфчеше конуса есть точка; если а4=0 и 
2а-В> 180°, то дв прямыя, а если 4=0и 2а-+В =180°,то одну прямую. 

$ 179. Когда въ сфчени конуса имфемъ эзалипеъ или гиперболу, то 
легко опредфлить ихъ полуоси. Въ самомь дфлф, положимъ, что сЪчене 


конуса есть эллинсъ т. 6. 2а+8<180°; тогда, сравнивъ уравнене эллинса 
26° 5? " ; 
($ 94): уе съ (3) уравнешемъ, видимъ: 
а 


5 азтазшВ ы 6? зиВуш(2а-В) 
а 0054 4 6034 


Раздёливши первое равенство на второе, найдемъ: 
22199146080 42а | 
5т(2а+В) 29щ(2а-В)” 
изъ перваго равенства подучимъ: 
_ адутазюв _ аз. 


2 


` ва ма’ 
также 
пы _ в — воза [ве (а + Ву зи?а] во (а - В} 
а? ` 603°9 603?а 
или 
_ воз(а- В) 
— 1 ева © 
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Точно также можемъ опредфлить и полуоси гиперболы. 
Если въ сЪчени конуса получена парабола, то ($ 176) 2а+8=180°, 
9=0 и (4). _ 
_ @зтазив 


но въ этомъ случав В=180°—29; сафдовательно 


азшазт2 о _ азша. 25196034 р ь 
75 = —=@1’а. 
605 воза, 


$ 180, Легко доказать обратное предложеше тому, которое нами было 
разечотрфно т. е. что всякую кривую втораю порядка можно раз- 
сматривать какб съчене конуса. 


Въ вамомъ дЬлЬ, общее уравнеше кривыхъ 2-го порядка есть ($ 176} 
у’=2рт-+ 927, 
2 
тдЪ 2р означаетъь параметрь кривой, а 4 для эллипеа равно — 2 
И. 

для гиперболы равно +8 и мя параболы равно нулю. По смыелу тео- 
ремы уравнеше кривой дано, а потому р и 4 извЪстны; также извфетенъ 
и уголъ а, составляемый осью конуса съ образующею его. Сравнивъ это 


уравнене съ (3) видимъ, что 
зтвзт (29 +8) _ 


азтазтВ ь 
ош — В о 


_ откуда можемъ опредфлить @ и 8. Дьйствительно изъ (7) уравнешя вы- 
холитъ, что 
этвзт(2а-- В)=-—9603?а; 
но 258 т(2а--В)==0032а—6052(@+ В= м 1} 
=2603`4—2603(я-+ В); слёдовательно” 
6059 —603(Я- В) =-—9605*а 
Или : 
008 @- В) =(9 -— 1)е0$?а; 
откуда 
в05(а- В) = Нео 9-1. (8) 
Для эллипса 9 веть число отрицательное и абсолютная величина его 
менфе единицы; также и 059 <1, а потому с0за/‘9-—1< 1; отеюда ви- 
Дим, что с08(а--3) равняется числу, абсолютная величина котораго 
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мене единицы, и потому можно будетъ опредфлить уголъ а-В. Во вто- 
рой части (8) равенства два знака, а потому для а-+В имъемъ два зна- 
чения; означимъ буквою у наименьший изъ угловъ, котораго косинусъ 
равен соза/9-—- 1, найдемъ: 

а+8=1 или а-+В =180°—1; 
откуда 

8=1—@ или 8=180°—(а-7). 

Зная же В, легко опредфлить изъ (6) равенства и величину 4, кото- 
рая будеть очевидно возможная. Теперь, когда извёетны 4 и В, легко 
получить и самый эллипсъ; для этого (фиг. 105) чрезъ ось конуса пред- 
ставимь плоскость, которая пересфчеть поверхность конуса по образую- 
щимь ВВ’и СС’; на СС’ отложимь часть Ор=@ и чрезъь точку 2, 
въ плоскости СОВ, проведемь прямую ДЕ подъ угломъ В къ СС’ 
плоскость, проходящая чрезъ ДЕ, перпендикулярно въ плоскости Сов, 
пересёчеть коническую поверхность по кривой эллипеу, котораго дано 
уравненте. 

$ 181. Дая гиперболы 4 положительное и потому, утобы уголь В былъ 


возможенъ надо, чтобы (8) 


соза/94—1<1 или 0089<1:У9-+1; 
2 
но для гиперболы 4= ви потому необходимо, чтобы 


/ 2 
сова <1: У 1 или в. 
а? УР 


Нели означимъ буквою @ острый уголь, составляемый ассимптотою 


съ осью абециесъ, то ($ 143) о поэтому необходимо, 
Уа’-+ 
чтобы соза быль менфе 030; откуда выходитъ, чтобы я> били 2а> 26. 
Сафдовательно, чтобы можно было получить данную гиперболу чрезъ 
пересёчен{я даннаго конуса плоскостью, необходимо, чтобы уголь при 
вершия® конуса быль бы менфе угла между ассимптотами гиперболы; а 
такъ какъ 2а можеть имфть всякое значен!е между 20 и 180°, то веякую 
типерболу, можно разсматривать какъ коническое сфченте. 
Опредфливъ В изъ (7) равенства, найдень 4 по (6) формул. 
эшвзш(2а--В) _ 
с032а 
откуда видимь, чтобы эта дробь была равна нулю, необходимо, чтобы 


$ 182. Для параболы 9=0; слфдовательно (7): == 0% 
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или зи =0 или 31(2а-- 8)=0. Равенство: зшВ=0 взять невозможно, 
потому что тогда р также будеть равно нуаю и уравнеше (5) не 6у- 
деть уже уравненемъ параболы; слёдовательно можемъ допустить только 
равенство: з1(2%- 8)=0. Такъ какъ уголь 2а--В долженъ быть мене 
360°, то можемъ положить или 2а-+8=0° или 2а--8=180°. 

Изъ перваго равенства для В получаемъ отрицательное значеше, что 
невозможно, а изъ втораго равенства— возможную величину: В=180°— 24. 
Зная В легко опредёлить 4 изъ (6) формулы: 

а— 2008 ра __ _ [0084 й т 
зшазшВ 81931(180°—24)  зтазша 251? а 
Зная величину 4, можемь опредфлить положене точки О (фиг. 105) на 
образующей СС’; кром того, такъ какъ 2а+8=180°, то прямую ОЕ 
должно провести параллельно образующей ВВ’; предотавивъ теперь 
плоскость чрезь прямую РЕ, перпендикулярно къ плоскости СОВ, по- 
лучиуь въ обченш параболу, которой дано уравнене. 


Выводъ уравнен!я и построен!е нЪфкоторыхъ 
кривыхъ. \ 


$ 183. Вывести уравнен1е и построить такое геометрическое 
мфсто точекъ, чтобы произведен!е разстоянйЙ отъ каждой 
изъ нихъ до двухъ данныхъ точекъ Ги Е’ было бы 
постоянно. 
Примемъ прямую, проходящую черезъ двё данныя точки за ось абс- 
циссъ, а прямую, проходящую черезъ середину разстояшя между точка- 
(Фиг. 106). ми Ри Е’, перпендикулярно къ оси 2-ВЪ, 
за 06ь ординатъ; означимъ разетояше 
между данными точками 2с п поетоян- 
в =; ное произведене черезъ а”. Пусть М (2, 
ГУ) сесть одна изъ точекъ искомаго гео- 
метрическаго мЪ%ота; точку М воеди- 
нимъ съ точками Ки ГР, и изъ точки М опустимъ перцендикуляръ 
МР на ось х-въ; имвемъ, по заданю, что 
й МЕ'. МЕ=а?. 
Изъ прямоугольныхь треугольниковь ИРЕ’ и МРК найдемъ, что 
ИРУ "+ (с+2)? и МЕЕУ у ((—2)* ; 
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замнивъ въ предъидущемь равенствё МЕ’ и МЕ ихъ величинами, по- 
чучимъ: 
Ур-+(с+=! . ул+е—®'=е. 
Въ этомъ уравненш уничтожимь корни, разекроемь скобки и сдвла- 
емъ приведене относительно у; найдемъ уравнене 
А 2 (а? + с?) у? (2 — с") *—@*=0 (1) 
искомой линш. 


Такъ какъ это уравнене содержить только четныя степени перемн- 
ныхь, то заключаемь ($$ 151,152), что искомая кривая симметрично рас- 
положена относительно осей координатъ и что начало координать есть 
центръ кривой. Рёшивъ (1) уравнене относительно у?, получимъ: 


у—=— ("+ с?) У (@&- с3)— Г (2°—с*)—а| (2) 


или 
у= —(а@*-+ су 4 +а“; (3) 


откуда видимъ, что подкоренное количество (3) есть положительное при 
везхь вещественныхь значешяхь 2 и потому У” есть тоже веществен 
ная величина. Если (2) (2?—с*)*—а* будетъ положительнымъ, то под- 
коренное количество будеть менфе (2? с*)* и слёдовательно оба зна 
ченя для у? будуть отрицательныя т. в. четыре величины для 5 будуть 
мнимыя. Поэтому, чтобы корни (1) уравненя были дфйствительныя надо 
пибть: (22—с*)?—а*< 0 или (2?—с*-+ а?)(2°—с*—а*) < 0; откуда вы- 
ХодитЪ, что 2? < с? а? и 2*> с°— а; въ этомь случа имфемъ (2) для 
у” четыре дёйствительныя значеня, изъ которыхь два положительныхь 
и два отрицательныхъ. Первое уелов!е для; 2? < а?-с* показываетъ, 
что если по оси абецисеъ (фиг. 107) отложимъ части бА—ОА=уУ@ о? 
и черезь точки А и А’ проведемъ прямыя, параллельно оси ординать, 
то искомая кривая лежить между этими прямыми; второе же условие 
Дия 2: 2*<с*—а* зависить оть значени с иа и потому мы разомот- 
римъ нфеколько случаевъ: 


1. а2е. Взявши ОВЕОВ'=У с*—а?` (фиг.107) и проведя черезъ 
точки Ви В’прямыя, параллельно оси у-въ, увидимъ, что кривая состоить 
изъ двухъ отдльныхь частей, изъ которыхъ первая находится между пря“ 
мыши, проведенными черезь точки А и В, а вторая между прямыми, 
проведенными черезь точки А’и В’. Богда 2 положимь равнымъ ОА 
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или ОВ, то (2) одна величина для У’ будеть нуль, а другая отрица- 

тельная; при увеличени 2 отъ ОВ до ОА, у* будетъ измфняться непре- 

{ Фиг. 107). рывно отъ нуля до нуля; такъ 

я что получимъь кривую вида 

к. БВ `’ ВСАБ. Давая 2 отрицатель- 

р ныя значешя между —ОВ’ и 

— ОА", у? будуть также изм“ 

няться и получимъ кривую 

В'С'А’’, равную предъиду-. 
щей. 

Чтобы опредфлить наиболь> 
шую величину для у, расло- 
ложимъ (1) уравнене по ›сте- 
ненямъ 2”: 


2-е уж? (у?- с°)°—а*=0; 


откуда 
27— (6—9?) У а*— 463". (3) 
Чтобы х было возможно необходимо у давать тая вещественныя 
значеня, для кот. подкоренное количество было бы болфе или равно нулю, 


а потому наибольшее значене для у будеть то, когда 4“—4с*у?—0 или 
4 2 


у ; откуда ее 
4 126 


5} . Сльдовательно, отложивъ по оси у-вВЪ отъ 


2 
а 
точки О части ОЕ=ОЕ—= 5, и, проведя прямыя, параллельно оби абс- 


циесъ, Увидимъ, что кривая вся лежить между этими прямыми. 
а 4 
При этихъ величинахъ у, 2° будеть (3) равняться м и такимъ 


образомъ найдемь четыре точки С, С’, Ри Т’ наиболве удаленныя 
оси абецисеъ. Разотояня оть этихь точекь до начала координать равно 
У 22-9, °, тд (2, у.) означають координаты одной изъ этихъ четы- 
рехъ точекъ; замнивъ 2, °и 9;° ихь величинами, получим: 


т. 6. вели изъ точки О опишемъ окружность радусомь ОЁ=е, то она 
въ переефчени съ прямыми, проходящими черезь точки Е и Е’, па- 
рамлельно оси абециссъ, дастъь четыре точки: С.С’, и В’ кривой, наи- 
болфе удаленныя оть оси абециссъ. 
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2. а=с. Тогда уеловя для х будуть 2 < 20° и 2>0т. 6. 2<6у? 
из2> —сУ2. Измёняя хоть 0 до сУ2, у? будеть положительнымь и 
(Фиг. 108). 


измфнятьея оть 0 до 0; такимъ образомъ получимъ кривую АСОРА. 
Изывняя же х оть 0 до —сУ2, у? будеть также изиёняться какъ и въ 
первомъ случа® и такимъ образомь получимъ кривую А’С”ОБ’А’, сим- 
метрично расположенную съ первой относительно оси у-въ. Если изъ 
точки О опишемъ окружность рамусомъ с (1-случ.), то въ пересфчени 
съ кривою получимъ четыре точки С,С',О.и 0’, наиболфе удаленный 


отъ 0ви х-въ и отетоящя отъ нея на разстояши 5; абсолютныя же 
величины абецисеъ этихъ точекъ будуть в, Разсматриваемая нами 
въ этомъ случав кривая наз. лемнискатою. 

3. а>е. Второе услоше для 2: 2°> с°— а’ будеть удовлетворено 
веякою величиною 2, а потому, соглаено первому условю, х можно из- 
ывнять оть Уса? до —Ис*-+а?. При 2=0, у?=а*—0°, а по- 
тому если по оси у-въ отложимъ части (Фиг. 109). 
ОВ=0В'=У а*—с*, то получимь у 
точки В и В" искомой кривой; изм - 
няя 2 оть 0 до +И я-а”, у? бу. 
деть измёняться оть а*—с° до 0 
и такимъ образомь получимьъ часть 
кривой ВАВ’; изивняя же < отъ 0 
до — Ус 47, у? будеть также измЪ- 
няться, какъ и въ первомъ случав, 
и мы получимъ часть кривой ВА’В", симметричную сь первою частью 
относительно оси у-въ. Чтобы окружность, описанная изъ точки О рад!- 
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усомъ С, перебфкала кривую, необходимо, чтобы ОВ было менфе с, 
или Уа’—с*<с или а<сУ2; вваи это услове выполнено, то окруж- 
ность пересёчеть кривую въ точкахь С.С’, и О’, наиболе удален- 
ныхъ отъ 0си т-въ; координаты этихъ точекъ опредзляются, какъЪ и 

(Фиг. 110). въ первомъ случа, формулами: 

4 4 4 

а и Иа. Если же 
ас, то окружность не будеть 
пересвкать кривой и абсолютная ве- 
личина ординаты будетъ уменьшаться 
отъ ОВ до’ 0; въ такомъ случа полу- 
чимъ кривую представленную на 110 
чертежь, (а предполагаеть равнымъ 


в 


< 2) и наз. оваломё Кассини. 


$ 184. Выводъ уравненйя Паскалевой улитки. Положимъ 

(Фиг. 111), данъ кругь О и на немъ точка А; изъ точки 
проведемь произвольно прямую, пересфкающую 
окружность въ точкф С, и оть точки С отло- 
жимь части СМ и СМ, равныя данной длин. 
Опредёлить геометрическое мЪето точекъ Ми М. 


Отнесемъ искомую кривую къ прямоугольной 
систем координать и для этого примемь направ- 
лене даметра АВ за ось абециесъ, а касательную къ кругу въ точк® 
А за ось ординатъ. Означимь координаты точки М буквами х ну, а 
радусъ круга буквою г; изъ точки М опустимъ перпендикуляръь МР на 
ось абсциссъ и точку С соединимъ съ В. Изъ прямоугольнаго треуголь- 
ника АМР найдемъ, что 


АМЕУ 2-9? и потому АСУ 7-2 —а; 
изъ подобя же треугольниковь АВС и АМР елфдуеть, что 
АС: АРЕАВ : АМ ши (Иа? уд): в= 2: У 
упроетивши это равенство, найдемъ уравнение 
(2+ у— та) — а (а? +92) 
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кривой, наз. Паскалевою улиткою. Смотря потому @>2г, а=2и и 
а<2г эта кривая будеть пмфть видь, указан. на фиг. 112, 113, 114. 
(Фиг. 112). (Фиг. 113). {Фиг. 114). 


р 


$ 185. Выводъ уравненя циклоиды. Предотавимь себ, что 
вругь катится по прямой АС, невыходя изъ плоскости; тогда точка К, 
(Фиг. 115), 


взятая на окружности круга, опишеть нфкоторую линю. Чтобы соста- 
вить себъ поняте объ этой лини, положимъ, что точка А есть начало 
движения Т. е. что точка К окружности находилась на прямой АС; по 
мЪрв того какъ будемъ катить кругь въ какую либо сторону, напр. 
вправо, точка. К будеть сначала подыматься къ верху и, когда кругъ 
сдьлаеть похъоборота, точка К будеть находится въ В на разотояни 
даметра оть прямой АС; при дальн®йшемь движени круга, точка К 
станеть опускаться внизъ, и когда кругь сдфлаеть полный оборотъ, то 
точка К снова будетъ находится на прямой АС’ въ точк® С. Если кругъ 
будемь продолжать катить въ томъ же направлени, то точка К снова 
начнеть подыматься и т. д. и тавамь образомь получимь цёлый рядъ 
кривыхь, какъ кривая АВС, начерченная`въ 115 фиг. Понятно, что 
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длина АС равна окружности даннаго круга и если его-радусъ означимь 
буквою В, то Аб=2лВ. 


Примемъ прямую АС за ось абсцисеъ, а прямую, проходящую чрезъ 
точку А, перпендикулярно къ оси абецисеъ, за ось ординатъ. Возьмемъ 
на кривой какую нибудь точку М и положимъ, что образующ кругъ 
занималь въ это время положен!е, указанное на чертеж т. е. что длина 
АМ равна выпрямленной дуг ММ. Означимъ координаты точки М бук- 
вами х иуи изъ точки М опустимъ перпендикуляръ МР на ось абс- 
циесъ; точку О соединимъ прямыми съ точкою М и съ точкою М ка- 
саня круга къ оси абоциссъ; изъ точки № онустимъь перпендикуляръ 
МО на ОМ. Имвемъ: 

1—=АР-==АМ—Р№=АК—МО (1) 
у=ИР=Мо=0М—00. (2) 

Длина прямой АМ равняется выпрямленной дуг6 ММ№; поэтому, наз- 
завъ круговую мёру угла МОМ буквою 0 ‚найдемъ, что луга ММ=#6; 
кромВ того изъ прямоугольнаго треугольника МОО выходить, что 
МО=0ОМ.310= В и О0=0ОМ.с050—Всоз0; слёдовательно изъ (1) 
и (2) равенствъ найдемъ: 


х=0— Взш0= В(0— 510) (3) 


и 
у=В— Ввоз = В(1— 0050). , (4) 


Изсключивъ @ изъ этихь уравненй, получимъ уравнене циклоиды. 
Для этого опредфлимъ изъ (4) уравнешя 0; найдемъ: 


_В и = Е 
= и 9—атосо— -; 


отсюда 


90 =У 1—в050= И 1 ее 


Подставивъ величины @и 310 въ (3) уравнеше, получимъ: 
Ву СЕНЕ 
2—= Еатсоз—^—У(28—уу. 


Такъ какъ это уравнеше циклоиды довольно сложно, то, при изел6до- 
ваняхъ, пользуются большою частью совокупностью (3) и (4) уравнен!й. 
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ЗАДАЧИ. 


1. Дань конусъ, въ которомь уголь при вершин 240—405; чеуезъ 
точку О (фиг. 105), взятую на образующей и на разетояни 4=12 саж. 
оть вершины, проведена плоскость МОМ подъ угломъ 8=50° КЪ ЭТОЙ 
образующей. Опредфлить видъ кривой, полученной въ сфченш. 

2. Дань конусъ, въ которомъ уголь при вершин® 2а—23543'; че- 
резъ точну Д (фиг. 105), взятую на образующей и на разстояни 4—4, 62 
дюйма отъ вершины, проведена плоскость ИМ подъ угаомъ 8 =175548" 
къ этой образующей. Опредфлить видъ кривой полученной въ сфченш, 

3. Дань конусъ, въ которомъ уголь при вершинё 2а= 3804' 38"; 
черезъ точку О (фиг. 105), взятую на образующей ВС и на разстояни 
4—=0,967 фута отъь вершины, проведена плоскоеть МОМ подъ угломъ 
8=151°55'21”’ къ этой образующей. Опредфлить видь кривой, полу- 
ченной въ сфченши. 

4. Опредфлить геометрическое мфето основан!й периендикуляровъ, опу- 
щенныхь изъ вершины параболы на касательныя къ ней. 

5. Опредфлить геометрическое мфсто серединъ кавательныхь къ кругу, 
заключенныхь между двумя перпендикулярными прямыми, проходящими 
черезъ центръ круга. 

6. Опредлить геометрическое мЪфсто основанй  периендикуляровъ, 
опущенныхь изъ данной точки А на касательныя кь кругу 0. 

7. Опредфлить геометрическое мфото вершинъ треугольниковъ, им$ю- 
щихь тоже основаше и въ которыхъ одинъ изъ угловъ при оеновани 
втрое бодфе другаго. 

8. Дана прямая 2 и точка А внф ея. Изъ точки А проведемъ произ- 
вольную прямую, которая переефчеть прямую х въ точкЬ В; на этой 
прямой отложимь отъ точки В части ВМ и ВМ’, равныя данной длинЪ 
а. Опредфлить геометрическое м®сто точекь Ми №. 

9. Данъ кругь О и касательная къ нему АВ. Пусть окружность 0’, 
ращусь которой измняетея, будеть касаться данной окружности и пря- 
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мой. Проведемъ касательную къ кругу 0’, параллельно АВ, до перес- 
чемя въ точкв М съ общею касательною къ кругамь О и 0’; опредё- 
лить геометрическое м®ето точекъ М. 

10. Даны дв перпендикулярныя прямыя АВ и СР. Прямая, опред%- 
ченной длины, двигается такъ, что концы ея лежать на данныхъ пря- 
ныхъ; изъ точки О пересвченя прямыхь АВ и СР опуетимъ перпен- 
дикуляры на движущуюся прямую. Опред®лить уравнен!е геометрическаго 
ижста основанЙ этихъ перпендикуляровъ. 


’ ОТДВЛЪ ДЕСЯТЫЙ. 


ПОЛЯРНАЯ СИСТЕМА КООРДИНАТЪ. 


Опредьленя. Выводь позярныхь уравнен: прямой, окружности, параболы, Ядлипеа и 
гиперболы. Задачи. 


$ 186. Опредфленая. Положен!е точки М на пчоскоети будетъ 
вполн опредфлено, если знаемь разстояне отъ точки . 
М до данной точки О и уголь МОх, который состав- ИН 
ляеть направлене ОМ еъ прямою Ох. : 

Длина ОМ и величина угла МОз, опредаяющя у 
положене точки М на плоскости, называются по- 
лярными координатами точки М; точка О наз. 
полюсомб, направлене Од—полярною осью, разстояние ОМ — радёусома- 
вектороме и уголь МОх—амплитудою или долотою точки М. Ампли- 
туды т. е. углы будемъ отечитывать оть оси къ радусу вектору и ста- 
вить знакъ (+) при числахъ, выражающихь величины угловъ, отклады- 
ваемыхь вверхъ оть даннаго горизонтальнаго направлешя и знакъ (—) 
при числахь, выражающихь величины угловъ, откладываемыхь внизъ 
оть даннаго горизонтальнаго направленя; рамусъ же векторъ будемъ 
откладывать оть полюса и считать положительнымь. При этой систе 
координать вмфото того, чтобы писать: дана точка М, для которой ‘`радусъ 
векторъ есть ”, а амилитуда 9, пишутъ дана точка МС, 0). 

Примбръ 1. Опредфлить на плоскости положеше точки, 
ражмусъ векторъ равенъ 2, а амплитуда равна 30°. 

Пусть точка О будеть полюбъ, а прямая Ох полярная 065; чрезъ 
точку О проведемь прямую ОА подъ угломъ (Фиг. 117), 


въ 30° къ прямой 05 ина ОА отложимь оть А. 
точки О дв единицы м$ры (если единица р 


мфры длины не дана, то беремъ ее сами); к 
получимь точку М, которая будеть искомая.  () 


' 20 


ра 


для которой 
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: Примёръ П. Опредфлить положен!е точки (+,—2л). 
Пусть точка О будеть полюсъ, а прямая Ох— полярная 0еь; построимъ 
(Фиг. 118). внизъ оть Ох уголь ОА=л= 
о в О. —135°и на ОД отложимъ оть точки 
О полторы единицы мфры длины}, 
получимъ точку М, кот. будеть ис- 
комая. ` 
М 
'А 
$ 137. Уравнене линйй, найденное при полярной систем координать,, 
. наз. полярныме уравнешеме лини; общ видъ такого уравнения бу- 
деть К», 6)=0. Въ частныхь случаяхь полярное уравнен!е чины мо- 
жеть зависфть только отъ одной изъ полярныхь координатъ, 
188. Задача 1. Опредюлить разстояме между двумя дан-- 
ными точками по координатамз этихтв точекв 
Положямь даны дв точки М(”., 0,) и Ми», 09,) и требуется опре- 


(Фиг, 119). дьяить длину прямой ММ, кот. означимъ бук-- 
т вою д. Соединивъ прямыми точки М и М съ. 
м 'оюонь, найдемъ, изъ треугольника МОМ, 
что 
, И№=М0?-- №0°—2 М0. МО „воз МОМ; 
0 2 


но МО=», М№О=», 2 МОМ=М0х—М№0г=9, —9,, а потому 
д, — т т603(0, —6,). 
$ 189. Задача 8. Опредюлить площадь треуольника по коорди- 
натамё езо вершинв. 
Начертимь полярную систему координать и треугольникь МУР. Озна- 
(Фиг, 120). чимь координаты точки М буквами г; и 
х 8,; координаты точви № — буквами г» и 
8, и координаты точки Рбуквами г; и 9.; 
тогда площадь треугольника 


ММРЕМОМ-- МОР-МОР; 


ВЧ 
но площ, треуг. МОМ-= ОМ. ОМиМОМ—= Ут, гозиц 8, — 6,), 
площ, треуг. МОР= 1/,0М. ОРЗШМОР= Ут, — 6.) 
и площ, треуг. МОР=У,ОМ. ОРзиМОР= Ук, г (8, — 0,); 


Отд. Х. 


поэтому, означивъ площадь даннаго треугольника буквою 4, найдемъ: 
Ч= = Ми, козйц 0, — 6.) л"ззи (0, — 0,)-— п. гозик 6, — 6,)]. 
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$ 190. Формулы для перехода отъ прямоугольной системы 
координатъ къ полярной и обратно. Пусть будуть Ох и 0у 
прямоугольныя оси координать, А полюсъ и АВ полярная ось. Озна- 
чимь буквами № и / координаты точки А; буквою уголь, состав“ 
ленный прямою АВ съ осью абециссъ т. 
е. уголь ВАС, гдБ АС паралаельна оси 
абоциесъ. Возьмемъ какую нибудь точку у 
М на плоскости и означимъ буквами хи 
у координаты точки М относительно пря- 
моугольной системы координатъ, а бук- 
вами ли 6 полярныя координаты точки- 
же М; изъ точекь А и М опустимъ 
перпендикуляры АК и МР на о6ь абс- 
цисеъ и точку М соединимъ прямою съ 
точною А; тогда 


ОК=№, АКЕЁ, ОРЕж, МР=у, МАВ=0 и 
С МАС=МАВ-+ ВАС=0--. 


Изъ чертежа видимъ, что 
х=0Р=ОК-+ КР=й-- АМ и у=МР=МР-+- ИМ=Ё-- ММ, 
а изъ треугольника АММ имфемъ: 
АМ=АМ. с03МАМгсоз(0-+ &) и МУ=АМ. зи МАМ-="5(0 0); 


сафдовательно 


(Фиг. 121). 


&=й-1с0з(0--%) и у=Ё--гз (0-02). (1) 
Еоли полярная ось параллельна оси абециссь, то #0, и потому 
т=--гс080 и У=А- "ШО, (2) 
Если полюсъ совпадаеть съ началомъ координать и полярная ось со- 
впадаеть съ осью абецисеъ, т0 &=0, 1—0 и #=0; тогда 
Ж—=с050 и У—гзшО (3) 


$ 191. Формулы же для перехода оть полярной системы къ прямо- 
угольной выведемъ только въ томъ случаз, когда ось абецисеь совпа- 
даеть съ полярною осью и начало координать находится въ полюс, 


20* 
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Для этого возвысииъ 00% части каждаго изъ (3) равенствъ въ квад- 
ратъ и сложимь ихъ почленно; найдем: 
д? у? (60520 +820) или 2 у”; 
откуда 


Раздьливь же почленно (3) равенство у==70 на 1—=76050, найдемъ: 
У 6. РОНИЙ т 
д =; откуда 0 агсв- 


$ 192. Выводъ полярнаго уравненйя прямой. Начертимь пря- 
(Фиг. 122). мую АВ и отнесемъ ея къ полярной 
М систем координать, гдё О есть по- 
\ Р люсъ, а прямая Ох полярная ось. 
\ Изъ точки О опустимъ периенд. ОР 
на данную прямую и означимъ длину 
а перпен. ОР буквою ди уголь РО 
о х буквою ©. Возьмемъ о какую нибудь 
— точку М на кривой АВ и означимъ 
координаты ея буквами ги 6; тогда изъ треугольника АМР получимъ: 
ОР-ОМ. воз МОР или д=тс0з(0 —02). 
Это и есть полярное уравнеше прямой АВ. 
$ 193. Полярное уравнеше прямой можно также получить изъ урав- 
нешя прямой, отнесеннаго къ прямоугольной системЪ, замфнивъ величи- 
ны хи у зависимости оть полярныхь коодринать, Въ самомь дЪль, въ 
$ 41 нашли, что уравнеше прямой есть: 
2603 -- узша—0=0, 
146 0 означаеть разстояше оть начала координать до прямой, а сё озна- 
чаеть уголь, составленный периендикуляромь, опущеннымьъ изъ начала 
координать на прямую, 65 осью абоциесъ. Но ($ 190) х=гс0$0 и 
у==1@, а потому 


6030603 ++ зтбзша-—0=0; 
откуда 
д—"(созбоозо + зп0зшо) или д=7608(0—0). 


Если прямая проходитъ чрезъ начало координать, то ея уравнен!е ($ 25): 


у=ах, тд замбнивь сиу ихь величинами ($ 190), найдемъ: 
г. 3100 =а^. 080 
или, раздфливъ 00% части на 76030, найдемъ: 
{20—; откуда 0=пост. числу. 


Отд. Х. АНАЛИТ. ГЕОМ. НА ПЛОСК. 309 


$ 194. Выводъ полярнаго уравнен!я окружноети. Начертимь 
окружность и отнесемъ ея къ полярной систем, при чемъ точку О при- 
мемъ за полюсь, а направлене Ох— за по- (Фиг. 123.) 
лярную ось. Означимь рамусъ окружности В 
буквою В; также означимъ координаты цент- 
ра окружности буквами Г и @, а коорди- 
наты какой нибудь точки В, взятой на 
окружности, буквами ги 0; тогда ОА=1, 
уголь А0х=а, ВО=г и уголь ВОг—=0 
Изъ треугольника АОВ инфемъ: 0 Е. 


АВ°—=0ОВ?- ОА°—20В.ОА.с0оз АОВ 
или, замнивь АВ, ОВ, ОА и 2 АОВ ихъ величинами, найдемъ урав- 
ненге: 
В 2—2. 0310 — 9) (1) 
данной окружности. 

Разскрывъ скобки въ этомъ уравнени и перенеся вс члены въ одну 

часть, получимъ: А 
т? —21(60366050 - зтозщ0) + {2— В— 0 (2) 
или 
г?— 21160596050 —2-15тазш@ - 2— В—0, 
гдЪ положивъ:— 216059 =А,—213ша=В и = В?=(, найлемъ: 
^2-- Агсоз0 + Вгзш0 + С=0. (3) 
Если центрь находится на полярной оси, то а=0, и уравнеше (2) 
приметь видъ: 
г— 216030 2 В*—= 0; 
еели окружность проходить чрезь полюсъ и центръ лежить на поляр- 
ной оси, то а=0 и (—=В и уравнеше (2) окружности приметь видъ: 
"?— 21 6030=0 или г=28с056; 
вели же центръ окружности въ полюсь, то ея уравнеше будетъ: 
п=В, 

\ 195. Выводъ полярнаго уравненйя параболы. Начертимь 
параболу (фиг. 124) и отнесемь ея къ прямоуг. систем координатъ, при- 
нявши прямую, проходящую чрезъ фокусъ параболы, перпендикулярно къ 
директрисс®, за ось абециесъ, а прямую, проходящую чрезъ вершину па- 
раболы, перпендикулярно къ оси абециссъ, за ось ординать; отнесемъ 
нараболу также къ полярной системв координатъ, въ кот. примемь фо- 
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кусъ Е за полюсъ, а ‘направлеше полярной оси оть фокуса Е къ вер- 


(Фиг. 124). шин О. Взявши на парабол какую нибудь 
у точку М, означимъ прямоугольныя ея коорди- 
наты буквами 2 и у, а полярныя — буквами 

М, ги 9; потомъ изъ точки М опустимъ перпен- 


дикуляръ МР на ось абсциссъ и точку М сое. 
ринимь прямою съ точкою К. Въ ($ 66) 
АГ О| РЕ 5% нашли, что 


го +2 


но «=0Р=0ОЕ—ЕР= 5 —ЕР, а изъ пря- 


моугольнаго треугольника МИРЕ имфемь: ЕР = гс0з0, а потому 
в=5 — 6080; 


олбдовательно 


"=: 


=> 


+5 —16080 или г=р— "6030; 
откуда 
"—1--6080`. 

Абсолютная величина 050 менфе иля равна 1, а потому 10036 бу- 
деть величиною положительною при вобхь значенихь 6; олбдовательно 
и г есть величина положительная; при 6030 =— 1, г==о. 

$ 196. Выводъ полярнаго уравнен!я эллипса. Начертимъ 
эллинеь и отнесемъ его къ прямоугольной систем координатъ; при чемъ 

(Фиг. 125). прямую, проходящую чрезъ фо- 
у м кусы, примемъ за ось абециесъ, 
а прямую, проходящую чрезъ 
середину разстоян!я между фо- 
кусами, перпендикулярно къ 
оси абециссъ, за ось ординатъ; 
А Х отнесемъ также этотъ эллипеъ 
къ полярной систем коорди- 
натъ и дия этого примемъ фо- 
кусъ Ё за полюсъ, а направхе- 
ны оть фокуса Е къ ближай- 
шей вершин т. е. къ А за полярную 06ь. Взявши на эллипе® какую 
нибудь точку ЛГ, означимъ прямоугольныя ви координаты буквами ти У, 
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‚а полярныя буквами ги 0; точку М соединииъ прямою съ Ки изъ точки 
М опустимъ перпенд. МР на ось абоциссъ; тогда (5 89) МЕ или 


г=а—— 
а ь; 


14$ «—=ОР=ОЕ—ЕР=с— ЕР; но ЕР, изъ прямоугольнаго треуголь- 
ника МЕР, равняется тсозМЕР-=гсоз(180°—0)= — 16030, а потому 
х=е-+го050 и 
‘с(с- гсозд) 
т 
а . 
опредфливъ изъ этого уравнешя г, получимъ: 
а?—с* 5? 


= ИИ Г= 
а-с.с030 а- сс030 


Во второй части этого равенства раздфлимъ числителя и знаменателя 
р] 
с 
дроби на @ и положимъ:  =ри „=; тогда найдемъ полярное урав- 


нен!е 


р 


ть = 
. В % 


‘эдлинса. Такь какъ здёсь е<1 и абсолютная величина 6050 <1 


или равна 1, то 1-+ ев0$0>0, что показываеть, что при всвхь зна- 
ченяхь 9, г будетъь числомъ положительнымъ. 

$ 197. Выводъ полярнаго уравненйя гиперболы. Начертимъ 
типерболу и отнесемъ ея къ прямоугольной систем координать, при- 


нявши за ось абецисеъ, прямую, проходящую чрезъ фокусы, а за ось 
(Фиг. 126). (Фиг. 127). 


Ч 


М 
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ординать прямую, проходящую чрезъ середину ‘разотояшя между ‘фоку- 
сами, перпендикулярно къ оси абоциссъ; отяесемь эту же гиперболу къ. 
полярной систем® координать, принявъ фокусъ Е за полюсъ, а направ- 
лен! оть фокуса Р къ ближайшей вершин® т. е. къ А за полярную 
овь. Возьмемь какую нибудь точку М на типерболв и означимъ прямо- 
угольные координаты ея буквами х и У, а полярные —буквами и и 0; 
изъ точки М опустимъ перпендикуляръ МР на ось абсциссъ и точку 
М совдинимъ пряною съ точкою Е; тогда (чер. 126) 


ОРх, МР==у, МЕ=г и 2 МЕА-6. 


а изъ чертежа 127: 
ОР=—, МРЕу, МЕ=г и ДИЕА=О. 


Разберемъ здфеь два случая: 
Г) Точка М лежитг на правой вптви кривой (фиг. 126). Тогда 
© 118) 
_ 2 


г—=——_а. 
[72 


Изъ чертежа видимь, что 2=ОЕ-- ЕР=с- ЕР; но ЕР, изъ прямо- 
утольнаго треугольника МЕР, равняется МЕсоз3МЕР=тс03(180°—0)—= 
——760$0, а потому 2==6— 176080 и 

с(с—гс0з0) 


= а 


а 


Опредёливъ изъ этого уравнешя г, найдем: 
с2—а? 5? 
= или “= - 
а- св030 


— 4- с6030 
Во второй части этого равенства раздфлимъ числитезя и знаменателя 
6? с - з 
на @ и положим: ра _==е; тогда найдемъ полярное уравнене 
р 
г=——_, ДВ е>1 
1- есозб * } 
гиперболы. 
Такъ какъ е> 1, То абсолютная величина есоз@ можеть быть боле едини- 
цы, а потому, при отрицательныхь величинахъ 059, сумма 1-е6050 можеть 


быть отрицательною. Если 9—0, то г= В. если 1--е6050=0, то 
} 1+2. ь 


ы 1 
=; изъ равенетва-ше 1-е6030=—0 выходить, что 0080=— > 
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т а 
=== . Въ ($ 143) имбли, что 008$, гдЪ ф есть уголь, составаяе- 


мый ассимитотою, проходящею въ первомъ и третьемь угл, съ о6ью 
абециесь;  слбдовательно 030—=—605$; откуда: 0=1809°—Ф или 
0—180°--%. Величина-же 0 показываеть, что въ этомъ случаъ радусь. 
векторъ параллельхенъ одной изъ ассимптоть гиперболы. 


Въ промежутк® оть 180°—ф до 180°- 9, с030 < — © паи сс0з0 <—а; от- 
р ф ф 
с 


куда, перенеся члены въ одну часть и раздёливь на а, имфемъ:. 
1--ес030<0; слёдовательно ” будеть отрицательнымь и потому, при 
этихь значеняхъ 0, мы не получимъ точекъ гиперболы. Въ промежутк® оть 


180°--Ф до 360, 00 > — © или а-+с6030>0 или 1-е0050>0, а 


потому ^ опять будеть положительным». И такъ уравнение: 
р 


А 0 ДВ е>1, (1} 


принадяежить только правой вётви гиперболы. 
И) Точка М взята на лювой вптви ииперболы (чер. 137). Въ этомъ 
случаВ ($ 118) МЕ ив *” у 


г=——а; 
а 


изъ чертежа видимъ, что = — ОР: (ЕР-ОЕ)=ОЕ—ЕР; но ОЕ=с, 
а ЕР, изъ прямоугольнаго треуг. МЕР, равняется МЕ. с0з3МКА 
=760$0; слфдовательно х=е-—-гс0$0 и 


8 с(с— 16050 ) 


= О 


а 
откуда 
6? р 
а и 
Если 0=0, то = ИЛИ т если 0 будемъ увеличивать, 


оть 0°, то и ^ будеть увеличиваться; наконець, при такомъ значения 
: "о 

0, когда есоЗ0—1=0, г=оо; но отеюда 6080 ===. ==008ф й 645- 

довательно 0=ф или 360°—ф т.е. ражусъь векторь будетъ параялолень, 

одной изъ ассимптоть гиперболы. Изифняя боть ф до 360°—4, знаме- 

натель 1-—е6030 будетъ болбе нулю, а потому г будеть отрицательнымъ; 
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при 8—360°—ф, "=оо; продолжая же 0 увеличивать оть 360°—ф до 
360°, г будеть опять положительнымъ. Слёдовательно уравнение: 


ааа, Юуеыр 
В, тв е>1, (2) 
принадлежить второй вЪтви гиперболы. 
Уравненя (1) и (2) можно написать виботЪ такъ: 


р 
т я еозй “7 1, ь 
тдф -- передъ дробью должно взять для значений 0, заключающихся между 
0 и 180°—ш и между 180°--фи360°, азнакъ—для значенй 0, взятыхъ 
между 180°—ф и 180°--ф, потому что, при этихъ значеняхь 0, ве- 
личина 1--е6050 будетъ таже, что и 1— 66050, когда 0 измняемь отъ 
0 до ф и оть 360°—ю до 360°. 
$ 198. Полярныя уравненя кривыхъ 2-го порядка можно написать 
однииъ уравнентемъ: 
те: 
1- ес0з6 * 
въ кот. для окружности е=0, дая параболы е=1, для эллинеа е<1и 
для гиперболы е>1 и тд амплитуды оточитываемъ по кривой вверхъ 
оть вершины, лежащей на полярной оби. 


ЗАДАЧИ. 


Е 1. Опредфлить на плоскости мета точекъ, которыхъ полярныя коор- 

линаты евуть: (3, 0°), (0, 5°), (1,8, 120°), (4, 2) и (— 17). 

2. Опредфлить разстоян!е между двумя точками, которыхъ полярныя 
координаты суть: (5, 6097") и (3,—15512”). 

3. Опредфлить площадь треугольника, координаты вершинъ котораго 
суть: (1, 65), (5, 48942”) и (3, 755432”). 

4. Даны точки М и №, которыхь полярныя координаты суть: (м, 6,) 
и ("., 6,). Показать, что полярныя координаты точки пересфчен!я равно- 
277.603: (0,—6,) 


дваящей угла МОМ съ прямою ММ суть: г= в. 


я 0 =2(0,-6,), 
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5. Опредфлить геометрическое значеше уравнешя: 5130=0. 
6. Опредфлить геометрическое значение уравненя: с03ес0 =0,6. 


. . п 
7. Опредфлить геометрическое значен{е уравненя: 1=к( =) 


8. Начертить кривую: г=а6. 9. Начертить кривую: ^0=а. 

10. Начертить кривую: ^=а9. 11. Начертить кривую: ^=4 + 0856. 

12. Начертить кривую: ^=529- 20056. 

18. Даны уравнешя лин: 1) 2-+у=—а; Ш) (2? у?) =49227у?, от- 
несенныхь къ прямоугольной систем координатъ. Написать полярныя 
уравнешя этихъ лии!Й. 

14. Написать уравнешя лин въ прямоугольныхъ координатахъ, когда 
ихьъ полярныя ан суть: .й те №. г0=а; Ш) 25120 =а*; 


1№) г2=а700320; У) г 266 — 0 и У г ею 301 
15. Написать въ прямоугольныхь координатахь уравнене прямой, 
Я и 
кот. полярное уравнене: г=2436с (6+7 ). 


16. Найти полярное уравнеше прямой, проходящей черезъ точку 
(,,0,) и составляющей уголь ф съ радусонъ векторонъ данной 
точки. 

17. Найти полярное уравнеше прямой, проходящей черезъь двЪ дан- 
ныя точки: (г,,6,) и (7, 6,). 

18. ОпредБлить точку  пересфченя и уголь между прямыми 


вот) =2а и пов т =“. 


Я Ь 
19. Опредълить уголь между прямыми: 240050 +3500 Ее = 


—36050 — 4510. 


20. Дано полярное уравнеше прямой: + . Опредфлить гео- 


$ 
— ©05(0—<) 
метрическое значеше этого уравнешя, если въ немъ поставимъ —. 


вифето г. 

21. Уравнешя кривыхъ втораго порядка суть: И 22=3—2, 
И) 22+3/=4; Ш) 427 =1--3у? и ПУ) 3у=42. Написать поляр- 
ны уравненя этихъ кривыхь (въ обыкновенномь вид). 

22. Даны полярныя уравнешя вривыхъ втораго порядка: 
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13—20; №) 2и--т6о80==4; 1) 4==9-—6*с050 и 1\) —8*==3^0050—2. 
Написать уравненя этихъ кривыхъ, отнесенимхь къ прямоугольной сис- 
темф ‘координать и въ обыкновенномъ вид%. 

23. Опредьлить площадь, ограниченную кривою: 5^=9— 370056. 

24. Найти полярное уравнеше окружности, проходящей чрезъ верши- 
ны А, Ви С равносторонняго треугольника, гдф А есть полюсъ, а 
направлене полярной оси совпадаеть съ стороной АВ(отъ А къ В). 

25. Если полюсъ въ центр. окружности радуса В, то почярное ‘урав- 
неше хорды, соотв тетвующей центральному углу 26, есть ь 

г—с0303е6(8—0); 
тв < веть уголь, воставляемый поаярною ‘осью съ ‘перпендикуляромъ, 
опущеннымь изъ центра на хорду- 

26. Полярное уравнеше окружности: г=2 0058. Показать, что урав- 
нен!е 2 ВсозВсоза==ис0$(«- 8—0) принадлежить хордЪ, соединяющей 
концы радусовъ, проведенныхь подъ угломь с и б къ полярной оси. 

27. Найти уравнен!е касательной къ окружности, въ центр которой 
находится полюеъ. 

28. Найти полярное уравнен!е окружности, когда полюсъ на окруж- 
ности, а полярная ось совпадаеть съ касательною въ этой точк®. 

29. При этой систем (зад. 28), найти уравнене касательной КЪ 
окружноети, проведенной чрезъ точку, для которой амплитуда есть 0". 

30. Найти полярное уравнен!е окружности ражуса В, когда полюс 
лежить на окружности круга, а Ламетръ, проходящй чрезъ позюсъ, со- 
ставляеть съ поляуною овью уголь @. 

31. Какое геометрическое мЪето предотавляеть полярное уравнеше 
=? — 076032 0360 —24°=0. 

32. Написать полярныя уравнения четырехь касательныхь къ эллинеу, 
проведенныхь чрезь концы параметровъ, и еще два уравненя каса- 
тельныхъ, проведенныхъ чрезъ концы малой оси. 
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38. Найти полярное уравнен!е параболы, когда полюсъ находится въ 
точк® пересёченя лиректриссы съ перпендикуляромъ, опущеннымь на 
нее изъ фокуса, а полярная ось совпадаеть съ осью параболы. 

34. Найти полярное уравнене параболы, когда полюсь находится въ 
точ пересфченя директрисеы съ перпендикуляромь, опущеннымь на 
нее изъ фокуса, а полярная ось’ совпадаеть съ директриссою. 

35. Найти полярное уравнеше эллипса, когда извФотно, что полюсъ 
въ вершин, а полярная ось совпадаеть съ большою ‘о6ью. 
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Отд. Х. 


36. Найти полярное уравнен!е эллипса или гиперболы, когда пояюсъ 
находится въ центрв кривой, а Направлене полярной оси взято отъ 
центра къ вершин. 

37. Пусть г и @ полярныя координаты точки М, лежащей на эллипсъ; 
ГиЕ его фокусы, а МИТ касательная къ нему. Показать, что 

ь 1+ ес050 
МЕ Ао 
Ии—=— 

38. Проведемь въ эллипев изъ фокуса три радуса вектора ру, 6» 
и рз, составляющее углы между собою въ 120°, Показать, что 
Г ТЕ 
ЕЕ 
р, 0 В 

39. Прямая, опредфленной длины, скользить по двумь прямычъ АС 
‘и ВС, составляющимь прямой уголь; О точка’ данная на равнодвлящей 
ума АСВ. Опредлить геометрическое мФето основанй перпендикуля- 
ровъ, опущенныхь изъ точки О на движующуюся прямую. 


3 
—=—, гдЪ р есть параметръ элаипеа. 


ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ. 


АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРЯ ВЪ ПРО- 
СТРАНСТВЗ. 


ОТДВЛЪ ОДИННАДЦАТЫЙ. 


О проекц1яхъ. 


Проекши точки и длины прямой на данной оси. Свойства проекшй сторонь многоуголь- 
ника на данной ови. Выражеше квадрата стороны многоугольника посредотвомь прочихь 
сторонъ и угловъ, закаюченныхь между ними; углы, составаяемые одною изъ сторомъ съ 
другими. Отношене между проэптируемою длиною и ея проекшями на трехь перпепдику- 
лярныхь осяхъ. Условие, свазывающее косинусы угловъ, составаяемыхь прямою съ тремя 
периендикулярными осями. Проекщи точки, лини и площади фигуры на плоскости проевщй. 
Выражение проектируемой площади посредетвохь проекщй ея на трехъ взаимно-периендику- 
лярныхъ паоскостяхъ. Задачи. 


$ 199. Теорйя проекщй есть одно изъ главныхь п0с0бй при изучени 
аналитической геожетри въ пространств, а потому здёоь будуть иззо- 
жены тлавныя основашя этой теор!и. 


$ 200. Направленя лини. Для каждой изъ начерченныхь пря- 
мыхь существують два направленя, противоположныя другь другу: 
такъ, для прямой АВ, оть Акь В и отъ (Фиг. 128). 
В кь А. Въ томъ случаЪ, когда направ- Я = В 
лене прямой оть А къ В, читають: пря- 
мая АВ, а когда направяене оть В къ А, читають: прямая ВА. Кром 
того, для отлищя направленй, условились употреблять знаки + и —, 
поставляемые передъ числами, выражающими длины лин, откладывае- 
мыхъ на данной прямой. Если дана неопредфленная прямая и желаемъ 
показать ея направлене, то пишемъ при ней букву латинской азбуки 
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съ того боку, куда направлен!е; напр., если желаемъ показать, что напра- 
влене начерченной прямой (фиг. 129) вправо, (Фиг. 129). 
то ставимъ съ правой стороны букву 2, какъ о 
указано на чертежь. Замётимьъ также, что когда 

требуется отложить извёстную длину на прямой, которой дано направ- 
лене, то положительное направяене длины сочитается одинаковымь съ 
направлешемь данной прямой. 


$ 201. Проекция точки и длины прямой на данной прямой. 


Проекщею данной точки на данной прямой наз. оспованёе перпен- 
дикуляра, опущеннао изг этой точки на данную прямую. 


ея 


Проекщею длины прямой на данной прямой наз. разстолиае между: 
основавями перпендикуляровг, опущенных на нея из концов дан- 
ной длины, взятое сё надлежащим знаком (Фиг. 130). 

($ 2). Такъ если изъ точекъ Аи В опустимъ В 
перпендикуляры АА’ и ВВ’ на прямую <, то : 
проекщя АВ на прямой 2 есть А' В", а проекщя 
ВА на той же прямой х есть —В'А'; поэтому, 
согласно условямъ, 


проекия АВ=--проекци ВА. 


Длина АВ наз. проектируемою, прямая х — осью проекшй, а пер- 
пендикуляры АА’ и ВВ’ наз. проектирующими перпендикулярами. 
Когда проектаруемая длина и ось проекщй не находятся въ одной 


паоскости, то, проведя черезъ точки А и В плоскоети, перпендикуляр- 
(Фиг. 131.) 


ныя къ оси проект и, означивъ бук- 
вами А’и В’ точки пересфчешя плос- 
костей еъ данною осью, получимъ длину 
А’В’, которая будеть проекщею АВ на 
данной оси. Въ самомъ дёлВ, если с0е- 
динимь прямыми точки А’ и В’ съ А 
и В, то АА'и ВВ’ будуть перпенди- 
вулярами къ оси 5. 

$ 202. Изь опредфлешя проекщи 
длины прямой на данной оси слБдуетъ: 


1) Длина и направлеше проекци не измфнятся, если данную ось за- 
мзнимъ другою, паралаольною данной и имфющею съ ней одинаковое 


направлен. 
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2) Проекщи на одной и той же оси двухъ равныхъ и параллельныхь 
прямыхь, взятыхь въ одномь и томь направленш, равны по величин и 
того же знака. 

3) Проекщя длины прямой на оси, ей параллельной, равна длин% 
прямой, когда ихъ направления одинаковы; въ противномь же случа$, 
проекщя по величинз будеть равна проектируемой длин, но съ обрат- 
нымь знакомъ. 

4) Проекщя длины прямой, перцендикулярной къ оси проекцй, равна 
нулю и 

5) Если перемёнимъ направлеше оси проекщй на противоположное, 
то и проекщи перемвнить свой ‘знакь на противоположный. 

< 203. Теорема. Проекиёя длины прямой на данной оси равна 
проектируемой длинть, умноэюенной на косинусо ума, составляемаю 
направлещемб длины сс осьо проекцёй. Пусть АВ (фиг. 130 и 131) про- 
ектируемая длина; прямая 2—06ь проекций; АА’ и ВВ’ перпендикуляры 
изъ точекь А и В наось, Проведемъ черезь точку А прямую, парал- 
лельно оси проекщй до ветр$чи съ ВВ’ въ точкВ С (фиг. 130) или до 
вотрёчи съ плоскостью М въ точк® С (фиг. 131); треугольникъ АВС 
будеть прямоугольный, а потому 

АС— АВсозВАС или А’В'=АВсозВАС, (1) 
гдв уголь ВАС составлень направлешемь проектируемой длины съ осью 
проекций. 

Когда же направлене проектируемой длины будеть противоположное, 
то, перемёнивъ въ обоихь частяхь (1) равенства знаки на обратиме, 
получимъ: 

— В'А’—=— ВА. воз ВАС или —В'А'=ВА.с03(180°—ВАС), (2) 
тд 1809°—ВАС воть уголь, составленный направлентомь проектируемой 
длины съ осью проекщй, а —В'А' есть проекщя данной длины, Изъ 
(1) и (2) равенетвъ убЪждаемоя въ справедливости сказанной теоремы. 

Означимь проектируемую длину буквою а, ея прекцио буквою а, и уголь, 
составленный направлешемь проектируемой длины съ осью проекцй, че- 
резь (аа,); тогда найдемъ, что 

а, =а605(аа,). 

Когда прямая а параллельна оби проекций, то (аа, )=0° или 180°, 
смотря потому направяеня проектируемой длины и оси проекций будуть 
‘одинаковыя или нёть; въ этомь случаЪ 

а, =а6030°=4а или а, =400$18 —— а. 
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Когда же проектируемая прямая перпендикулярна къ оси проекщИ, то 
С (аа, )=90° и 
а. =а60890°—0. 
$ 204. Свойства проекц1Я сторонъ мноугольника на данной 
оси. Теоремы и задачи. Во вслкомз мноюуюльникь, вё которомз 
стороны направлены одинаково т. е. конец одной стороны служить 
началом друюй, сумма проекций сторонё на данной оси равна 
нулю. Положимь данъ многоугольникъ 
АВСОЕ, вершины котораго могутъ и 
не лежать въ одной плоскости; пря- 
мая х—06ь проекщй; направлене 
еторонь многоугольника возьмемъ 
одинаковымъ, какъ указано на чер- 
теж. Изъ точекъ А, В, С, Ри Е опус- 
тимъ перпендикуляры на ось проек- 
ци; тогда ($ 204) 4’В’, —В'С", С'Р’ 
и —Е'А’ будуть проекщями сторонъ 
многоугольника; но изъ чертежа инфемъ, что 
А’В'—В'С'+С''+0Е—ЕА'=0 


(Фиг. 132). 


или 
А'В'-+(—В'С')-+4'0'+'Е'-+(—Е'А’)=0; 
откуда видимъ справедливость сказанной теоремы. 

Если означимъь длины и направленя сторонъ многоугольника черезъ 
а,, а», @,,....@, и буквою 2 05 проекций, то ($ 203) предъидущее ра- 
венство можемъ написать такъ: 

а, 005(а, 2) а,603(а,2)-+ а, 608(а: т) +... + аис0з(а,т)=0 
или 
Х’асо(а®)=0. 

Изизнивши направлен!е одной изъ сторонъ мноугольника, напр. 4, 
на противоположное, проекщя ея; а, 608(@,2) перемфнить знакъ и предъ- 
идущее равенетво будетъ вида: 

—а,603(а, 2) + а,603(а,2)- а:608(а,2)- ... + а,005(а,2)=0; 
откуда 
1 а, с03(а, 2)= 4,608 (а, 2) + а, 608(а;2) ... + 4, 608(а,®) 

т. е., проекщёя стороны мнозоузольника на данной оси равна суммь 
проекций прочитб сторонг, направленныхе противоположно первой 
сторон. 
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$ 205. Теорема. Если вё мноюуюльникю одна ‘из сторон на’ 
правлена противоположно прочим, то квадрат этой стороны ра- 
венз суммю квадратовг друикхб сторон, сложенной сб удвоенными 
произведенвями этих сторонб, взятылб. по дв, на косинусы у1л065 
между ними. 7 

Положимъ, что въ многоугольникв о ® сторонахь: а, а, ау... и 
а„, бокъ а, направленъ противоположно прочимъ бокамъ многоуголь- 
ника; тогда ($ 204) 

а с03(а,<)=а,с03(а,®)-+ а,воз(а:2)-....-+а,с08(а,2) 
при всякомъ направлен оси г. 

Беря послвдовательно за оси проекцй направлешя самыхъ сторонъ, 
надо будетъ въ этомъ равенств% поставлять послёдовательно вмфсто 2 
сначала @,, ПотомЪ @›, ПОТОМЪ @.,... и наконець а,; при чемъ замЪ- 
тимъ, что 
Даа) =0, Даа )=0,... А (аа) = С (аьа,), (аа) = С (азаь); 
Сдьлавъ на самомь дЁлЬ указанныя зам®ны въ предъидущемъ равен- 
ствф, получимъ: 

а, =а,с03(а, а,)- а, со03(а, а.) -. + а,с03(а, а,), 
9, 60$(а, а, )= а» +94.003(а,а,)--....- а, св0з(аа,), 
а, с03(а, а. )== а5608(а.а,)- а, +... 54, 603(@.а,), 


Г] 


т 

Умноживъ первое равенство на а,, второе на а, ит. д. 7-06 на а, и 
взявъ ихъ еумму, найдемъ, по сдвращени, 
а, аа, +... На? 2а.азсоз(ааз)-+ ... + а, а. соз(а,аь)- ...- 

$ 206. Задача 1. Въ многоугольник® даны вов стороны за исклю- 
чешемь одной и воф углы между данными сторонами; опредфлить не- 
извветную сторону многоугольника и углы, составляемые этою стороною 
въ остальными. 

Въ многоугольник® о в сторонахъ: а,, 4», а.,... @, даны стороны: 
а,, а,, 4. ..@, и углы между ними; треб. опредвлить а, и углы: 
(а,а»), (а, а;),...- и (@а,). 

Принявъ направлено данныхь сторонъ противоноложнымь сторой® а, 
найдемъ (6 205): 

а = а,?-а,?+.. .+а,’-+2а,азвоз(аьа, )-2а,а,воз(аа,)+. ... 
са, а 608(а,—а,)+.....; 
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° откуда, извлекая квадратный корень изъ обоихь частей равенства, по- 


„лучимъ величину а, . 

Чтобы опредфлить напр. (4,4), примемь направлеше стороны а» 
за ось проевщй и проектируемь на нее стороны многоугольника; по- 
чучимь ($ 204); 

а, соз(а, а, )==а, + а. в0з(а,а,)- . .. + а,соз(аа») 
‘или 
а, + а. 605(а,а.)+ ... + а,соз(аа»). 
а. 
1 


воз(а,а.)= 


$ 207. Задача 8. Опредфлить длину одной изъ д!агоналей’ парал- 
лопипеда, въ кот. даны три сифжные ребра и три угла между ними. 


Положимь, что въ параллепинедь АЕ даны ребра: АВ=а, АС=-6, 
АБ=с, кот. направлене оть А, и углы между (Фиг. 133). 
ними: (46), (ас) и (6с); треб. опредёлить длину 
д1агонали АЕ, кот. означимь буквою 8. 


Разоматривая косой четыреугольникь АСЕЕ, 
видимъ, что сторона АС—, СЕ=а и ЕЕ=с 
и что направлеше ихъ одинаковое; поэтому, 
принявъ направлене стороны АЕ противоподож- 
нымъ прочимъ сторонамъ четыреугольника АСЁЕ, 
получимь ($ 205): 


2—9 67-- с? + Зафсоз(аБ) + Засвоз(ас) + 26660$(66). 
Когда параллепипедь прямоугольный, то Д(ав)=90°, С (ас)=90° и 
Д(5с)=90°, а потому 
— а? 6 с? 

т. е. квадрате даонали прямоуюльнаю параллепипеда равенб сумм, 
квадратов третб сиюжныхе ею реберг. 

Это выражен! для дтагонали пряиоугольнаго параллепипеда можем по- 
лучить, соединивь А съ Ки разематривая послфдовательно прямо- 
угольные треугольники: АЕКи АСК. 


> 

$ 208. Теорема, Квадратё проектируемой длины прямой равен 
суммю квадратовг ея проекций на стрехв взаимно перпендикуляр- 
ныхб 0сягб. 
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Пусть АВ=$ будеть проектируемая длина прямой на трех взаимно 


(Фиг. 134). перпендикулярныхь осяхъ: От, буи 
Оз, кот. положительное направлен!е ука- 
зано на чертежь; а, фи сея проекщи 
на этихь осяхъ. 

Черезь точку О проведемь прямую, 
параляельно АВ и отложимъ на ней 
часть ОК=АВ= 8; потомъ черезъ точку 
К предетавимъ плоскости, параллельныя 
плоскостямъ: 20у, 205 и У0з и та- 
КИМЪ образомъ похучимъ прямоуголь- 
ный параллепипедъ, въ которомъ ребра 
ОГ-=а, ОМ=6 ОМ=с суть проекщи ОК или 8 ($ 201) на 0х, Оу и 05; 
тогда ($ 207) 7 


9—6 е*. 

$ 209. Положеше проектируемой длины относительно трехь перпенди- 
кулярныхь осей будеть извфетно, когда знаемь углы, составляемые на- 
правленемъ ея съ положительнымъ направленемь этихъ осей. Проведя 
изъ точки пересфченя осей прямую, параллельную данной и съ нею 
одинаково направленную, увидимъ, что углы, составленные этою прямою 
съ осями, будуть тьже, что и углы, составленные данною прямою съ 
твми же осями. 


Означимь проекщи 8 (фиг. 134) на трехъ осяхь: Оз, Оу и 03 був- 
вами а, Бис, а углы, составленные АВ или ОК съ положительнымъ 
направлешемъ осей черезъ (32), (8у) и (83); тогда ($ 203) 

4=8603(85), 6= 8603(8у) и с= 8608(83), 
8 8=Уа-+-+с? ($ 208); отеюда 
Ь 


ь 
‚ 605(8у)= = УИЕЯ 


а 
вов ва 
8 У а 6? с? 
с с 
и 60 
Ис? 
т. е. косинусы увловв, составленные направлешемс проектируемой 
длины с5 положительными направленями трехб перпендикулярных 
осей, равны соотвитствующим проекцёямг длины на эти оси, раз- 
Оъленнымг на корень квадратный изг суммы квадратовё проек 
на этижб осятв. 
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Изъ предъидущихь выраженй для 603(82), ©05(8у) и 00583) выхо- 
ДитЪ, что 
а? с 


605852) 60°(8у)- с05% 85) = р 


слфл. сумма квадратовё косинусов5 14085, составляемыхт5 прямою 


сз тремя перпендикулярными осями, равна единиц. Это отношен!е 


не зависить ни оть длины прямой и ни оть направлешя ея, потому 
что съ измёненемь направлешя прямой надо углы замфнить ихъ до 
полненями до двухъ прямыхъ; оть этого измфнятся только знаки при 
605(82), с03(8у) и с05(83), а потому квадраты ихъ будуть тьже, что и 
при первомъ направлени прямой. 


$ 210. Задача 1. Даны проекци а, Ъ и с длины прямой на 


‘третё перпендикулярных осях. Опредьлить проектируемую длину 


и уплы, составляемые направлещемб ея с5 осями. 

Пусть 8 будеть искомая проектируемая длина; а, Ви 1 углы, собтав- 
ляемые направлешемь 8 съ осями Ох, Оу и 0; тогда ($ 208) 
3 =И- 6-Е е* и ($ 209) 


а 
605=—————. 6098 = ==, 
Иа +с” уе с 


ь = с 
И ЕЕБИЕЯ, 


$ 211. Задача 8. Опредьлить уюлё между двумя прямыми, 
козда извистны улы, составляемые каждою изв нихб 05 тремя пер- 


пендикулярными осами. 


Черезь тачку О пересфчешя трехъ перпендикулярныхь осей: Ох, бу 
и 05 проведемь прямыя 0 и ОГ, паразлельно даннымъ; тогда даг) 
будеть равенъ углу, составленному данными прямыми. Пусть (12), (1) 
и (15) углы, составляемые прамою 01 съ (Фиг. 135). 
осями, а (12), (ГУ) и (5) углы, составяен- у 
ные прямою ОГ съ тёми же осями. На пря- 
‘мой 0 отложимъ часть ОС=8 и изъ точки 
С опустимъ перпендикулярь СВ на плоскость 
&0у и перпендикулярь ВА на прямую 05; 
тогда ОА, АВи ВС будуть проекщями ея на 
От, буи 0з ($ 201) и са. 


'ОА—8с03(2), АВ=8503 (14) и ВС=8008(1=). 9 В 


Изъ четыреугольника ОАВС, въ кот. сторона ОС направлена проти- 
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воположно прочимъ и прямая ОГ принята за ось проек, найдемъ- 
($ 204): 
ОСвоз(!')= ОАсоз( 2) + АВсоз(Ру)- ВСвоз(! =) 

или, зав нивь ОА, АВи ВС ихь величинами и сокративъ на 8, по- 
лучимъ: 

воз(И") = в08(19#)003(Р 2) + в08(19)603( РУ) с03(8)с03(1 5); 
слёд. косинусв ула между двумя прямыми равенб суммы произвв- 
ден соотвитственныхе косинусовб узловв, составленныхб данными 
прямыми сё тремя перпендикулирными осями. 

ели данныя прямыя перпендикулярны, то Д()=90°, а с0з(’)=0: 
и потому 

603(495)в03( 2) + в03(1у)608( У) - 608(15)008(7 3) ==0. 

$ 212. Теорема. Проекиёю длины прямой на данной оси можем 
получить, проектируя длину прямой на третб перпендикулярныя. 
осяхб и взяв амебраическую сумму проекцй этих проекцёй на: 
данной оси. 

Пусть 8 длина прямой и / ось проекщй; а, В и 1 углы, составлен- 
ные направлешемь $ съ тремя перпендикулярными осями: Ох, Оу и 
05; х ви у углы, составленные Г съ Ох, Оу и 05; а, 6 и с проек- 
ци $ на тзхъ же перпендикулярныхь осяхъ. Тогда 

а=860а, 6= 80058 и с= 8005; 
проекции а, 6 ис на осн Г будуть: 
а60°\— 80050605), 6сози=-воозВооти и св05У= 96051005, 
а ихь азтебраическая сумма равна ($ 211) 
З(еозасоА--сосвеози- с05605У)= 8008(81), 
тдф 8605(18) есть проекшя $ на 1. 

$ 213. Задача. Дано нюсколько прямытв по длинь и направле- 
ню; показать, что существует такая опредшленная прямая, ко- 
торой проекщёя на какую либо ось равна суммь проекций данных 
прямых на туже овь. : 

Пусть 8(а, В, 1), 8'(&, В, 1’)... длины прямыхъ и углы, состав- 
ляемые ихъ направаенями съ тремя перпендикулярными осями; пред- 
положимъ, что какая нибудь ось { составяяетъ углы \) диусь тии 
же осями и 

А— сока 8’ со"... 
В= дво5В- 9’ сов’... 
С=вочу- 80+... .; 
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сумма проекци 4, Ви С на } будеть 
Асоз) -- Всозл-- Се0У, 
или 


А В 
ОА 0. 
ЕЯ у+В- 6 вт 


У 4*- В*- С* 
— 605, 5 
У 4+ В? С° | : 
положивъ У 4? В*-+ (*—В, найдемъ: 
В =. А+ 6 ное 605у 
| В 


Е 
ав С и 
Дроби тТЕив суть правильныя, сумма квадратовъ которыхь 

равна единиц®, а потому ихъ можно разоматривать какъ косинуеы уг- 
ловъ, составаяемыхь направлешемь длины В съ тремя периендикуляр- 
ными осями. Пусть 

А В С 

=, о в} 
тогда предъидущая формула приметь видъ 

В} с08%608), -- созреозри - 0056059, | = Всозу, 

гдВ \ означаеть уголь межлу направленями [и В; произведене же 


Всозф есть проекщя длины В на прямой (. 


Проекц!и лин1й и площадей плоскихъ фигуръ на 
птоскости. 


$ 214. Опредёленя. Проекцёею точки на плоскости наз. основаше 
перпендикуляра, опущеннаго изъ данной точки на данную плоскость. 
Проекщею лини на данной плоскости наз. геометрическое мфето про- 
екщй на этой плоскости различныхь т0- (Фиг. 136). 
1 1 : - И 
чекь ини. Напр. проекщя АВ на итое м В 


Е а ые ПИВА 
ый 


пендикулярь ММ’ на плоскость Р, то М 
основаше перпендикуляра будеть на лини 
А’В’. Очевидно, что перпендикуляры, проек- 
тирующе линю АВ на плоскоси Р состав- 
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ляють цилиндрическую поверхность, кот. въ пересбченги со всякою п40с- 
коетью, параллельною пдоскости Р, дасть въ сёчени линию, равную А’В’. 

Зампчаше. Периендикуляры, опущенные изъ различныхъ точекъ пря- 
мой на ланную плоскость, лежать въ плоскости, пернендикулярной къ 
данной, а потому заключаемъ, что проекшя прямой на данной плобкости 
воть прямая. ' 

Проекщею площади плоской фигуры на данной плоскости наз. пло- 
щадь, ограниченная проекщею контура данной площади. Плоскость, на 
которую проектируемъ, наз. плоскостью проек. 


$ 215. Теорема. Проекцёя длины прямой на данной плоскости 
равна проектируемой длинъ, умноженной на косинусв узла накло- 
неня прямой кс плоскости проекций. 
Пусть АВ проектируемая длина; Р—плоскоеть проекций; А’В” про- 
(Фиг. 137). екщя АВ на плоскости Р. Очевидно, что 
А’В’ есть проекшя АВ на прямой СР, 
полученной оть пересфченя плоскости Р 
въ плоскостью, проходящею чрезъ прямую 
АВ, перпендикулярно къ плоскости Р; по- 
этому ($ 203) 
А’В' = АВсо(АВ,А’В’), 
в С (АВ,А’В’)= С ВСР есть уголъ на- 
влоненя прямой АВ кь плоскости Р. 


$ 216. Теорема. Проекцея площади фиуры на данной плоскости 
равна проектируемой площади, умноженной на косинусб узла между 
плоскостью проекций и плоскостью проектируемой фиуры. 
Разсмотримъ эту теорему сначала для треугольниковъ и замфтимъ также, 
что плоскость проекщй можемъ всегда замнить другою плоскостью, па- 
раллельно данной ($ 214). з 
1°.. Предположимьъ сначала, что одна изъ сторонъ треугольника АВС, 
лежащаго къ плоскости Р’, напр. ВС, параллельна плоскости проекций; 
(Фиг. 138). черезъ прямую ВС представимъ плоскость Р, 
| А параллельную плоскости проекшй, и изъ точ- 
ки А опустимъ перпендикуляръ А 4’ на пхос- 
кость Р, а точку А’ соединимъ съ Ви С; тогда 
треугольникъь А’ВС будеть проекщею тре- 
угольника АВС. Черезъ прямую АА” пред- 
отавимъ плоскость, перпендикулярную къ 
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ВС, кот. пересёчеть плоскости Ри Р’ по прямымь А’Ри АБ; тогда 
площ. ААВС—!ВС. АО, а площ. АА'ВС=1ВС. А’, 
но изъ треугольника АДА’ имфемъ: : 
А’'0=АР.с0з АРА’ 
и слБдовательно 
площ. АА’ВС=1ВС. АР. воз АРА' = А АВС. 603 АРА’, 

тв ДАРА’ есть линейный, служащ м®рою двуграннаго угла между 
плоскостями Ри Р”. 

2°. Положимъ, что ни одна. изъ сторонъ треугольника АВС, лежа- 
щаго въ плоскости Р’, не параллельна плоскости проекшй; тогда черезъ 
точку В проведемь плоскость 
Р, параллельно плоскости про- 
екцй. Продолжимъ прямую АС 
до встрёчи съ плоскостью Р 
въ точкф Е, а изъ точекь Аи 
С опустимъ перпендикуляры 
АА’ и СС’ на плоскость Р; 
очевидно, что треугольники 
А'ВЕ, С'ВЕ и А’ВС’ оуть 
проекщи треугольниковь АВЕ, 1 
СВЕ и АВС. Въ треугольникахь АВЕ и СВЕ сторона ВЕ лежить на 
плоскости Р, а потому (1°) 

А'ВЕ=АВЕ.с03(РР’), С’ВЕ-=СВЕ. с0$(РР’); 
откуда, вычтя почленно второе равенство изъ перваго, 
А’'ВЕ-С’'ВЕ=(АВЕ—СВЕ).с0$(РР") 


(Фиг. 139), 


или А’'ВС'=АВС.соз(РР’). 
35. Положимъ, что данъ многоугольникь АВСРЕ, лежащй въ п.0е 
кости Ри А’В’С’Е его (Фиг. 140). 


проекщя на плоскости Р. Изъ 
вершинъ даннаго многоуголь- 
ника проведемъ магонали АС 
и АО, а изъ вершины А’ въ 
многоугольник А’В’С",О'Е' п. 
агонали А’С’и А’О’; озна- 
чивъ уголь между плоскостями 
РиР черезъ (РР’), найден: 
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А’В'С'’=АВС. воз (Р.Р) 
А’С')'—=АСО. воз (Р,Р') 
А'Б’Е—=АРЕ. 605 Р.Р") 
ИЛИ, сложивъ Эти равенства, 
А’В’С'Б'Е'=АВСБЕ.соз(Р.Р)). 


45. Если проектируемая площадь ограничена кривою линею, то эту 
площадь можно разсматривать какъ предфль дяя площадей виисанныхь 
многоугольниковъ; а выражен для проекщи площади многоугольника 
на данной плоскости не зависить оть чнола сторонъ, а потому ясно, что 
теорема будеть справедаива и для криволинейной площади. 


& 211. Теорема. Сумма квадратовз проекций плоской физуры на 
трех взаимно-перпендикулярныхе плоскостять ‘равна единиц. 
Пусть даны три взаимно-перпендикулярныя плоскости 2Оу, 203 и 

(Фиг. 141. 903; Р- плоскость, въ кот. находится про- 
ектируемая площаль 4- 

Означимь буквами Х, Уи й проекции 
площади 4 на плоскостяхь: У0%, 203 и 
= Оу: черезъь точку О проведемъ прямую 
01, перпендикулярно къ плоскости Р; углы 
(12), (у) и (5) измвряють двугранные 

% углы между Ри у0з, Ри 20з, Риз0у, 
а потому ($ 216) 
Х= 9. 603(12), У==9.608(1/) и 7==4.603(18); 


откуда 
Ху Аа воз ес (+ 08? (13)] ; 
но ($ 209) 6037(12) = 6084) 08°) =1, а потому 
Х+У+7=9°. 
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ЗАДАЧИ. 


1. Проекщи нфкоторой длины на трехъ перпендикулярныхь осяхъ 
суть: 1 арш., 5 арш. и 7 арш. Опредёлить проектируемую длину. 

2. Нъкоторая прямая составляетъ углы въ 45° и 60° съ двумя изъ 
трехь перпендикулярныхь осей. Опредфлить уготь, составляемый прямою 
съ третьею осью. 

3. Опредёлить проекщи дяины прямой въ 2 аршина на трехъ пор- 
пендикулярныхь осяхъ, когда уголь, составляемый прямою съ 06ью 
х-въ равенъ 16°, а съ осью у-въ равенъ 80°. 

4. Показать, что квадрать проектируемой длины на трехъ вовимно- 
перпендикулярныхь плоскостяхь равенъ удвоенной сумм квадратовъ 


проекций вя на трехъ осяхъ, полученныхь въ пересёчени плоскостей. 


5. Опредфлить сторону четыреугольника и прилежаще къ ней углы, 
когда други стороны суть: 4—2 фут. а =3 фут. и а. =4 фут., а 
углы: (а.а.)==309 и (аза,)=120°. 

6. Показать, что проекщя круга на данной плоскости есть эллииоъ. 

7. Показать, что проекщя кривой втораго порядка на данную пл0с- 
кость есть кривая того же порядка и того же рода, 

8. Опредфлить проекцию площади треугольника, котораго_ стороны 
3, 2 и 4, на данной плоскости, когда треугольникъ наклоненъ къ этой 
плоскости подъ угломъ въ 30°. 

9. Опредфлить проекцию площади круга радуса г=5 арш. на п406- 
кости, когда кругъ находитея къ плоскости подъ угломъ въ 45°. 


`ОТДЪЛЪ ДВВНАДЦАТЫЙ. 


«Опредвлен!е относительнаго положен точки въ пространств®. Опредвлеше разстоявя между 

двумя точками. Выражеше поверхностей посредством уравненй. Геометрическое значен!е 

уравнения съ тремя переифнными =, у и 2. Частпые случаи. Выражеше дин посред- 

ствомъ уравнешй. Формулы на преобразоваше координать: 1) когда измфняется только 
начало и 2) когда измвняется только направлеше осей. Задачи. 


$ 218. Опредленйе относительнаго положен1я точки въ 
проетранетв%. Величины, служащия для опредфленя относительнаго 
положен!я точки, наз. координатами этой точки. Очевидно, что можно 
придумать много снособовъ для опредфлея положеня точки въ про- 
странств® и каждый изъ нихъ составляеть особую систему координатъ; 
мы же въ этомъ кур отраничимел только одною системою: 


Прямоузольная прямолинейная система координата. Въ этой 
зиетемв положеше точки въ пространств опредёляется относительно 
(Фиг. 142). 


трехъ пересвкающихея попарно и 
перпендикулярныхь между  с060ю 
плоскостей: 20у, 205 и у0=, гдЪ 
От, Оу п Оз суть пвресфчен!я этихъ 
плоекостей. Плоскости х0у, 203 и 
У0з наз. плоскостями координатв 
и означаются чрезъ 2у, 22 и уз; пря- 
мыя же Ох, Оуи 05 наз. осями ко- 
ординать, гдЪ Од есть 06ь 2-ВЪ, 
Оу—ось у-въ и Оз—06ь 3-въ; точка 
О пересфченя плоскостей координать 
наз. началомз координать. Поло- 
жене точки М не будеть вполнЪ 
еще опредфлено, вели намъ извфетны 
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разстояя М@, МНи МК отъь нея до данныхъ плоскостей, потому что въ 
каждонъ изъ восьми трегранныхь угловъ, получениыхь въ пересфчени 
этихъ плоскостей будеть точка, удовлетворяющая тфмь же условямъ. 
Такъ напр. еели продолжимъ № внизъ и отложимъ часть М@=Мб, то 
получимъ точку М въ трегранномъ угл з'2у0, ототоящую соотвётетвенно 
отъ данныхь плоскостей на тфже разстояшя, какъ и точка М, потому 
что опустивши перпендикуляры М и МРна плоскости 205 и УОз, най- 
демъ: МГ=МК, МР=МН и М@=МС. Точно также можемв получить 
точки М’, М", М’, №', М" и №’ въ оестальныхь шести трегранныхъ. 
углахъ, ототоящихь оть илоскостей хОу, 20з и УОз на разетояняхъ, 
равныхь Ма, МК и МН. 

Чрезъ точку М проведемъ илоскоети, парахлельныя плоскостямъ ко- 
ординать, и получимъ въ переьВчени этихъ шести плоскостей прямо - 
угольный параллепипедь ОАСВНСКИ, тдЪ А, Ви С суть точки пе- 
ресфченя проведенныхь плоскостей съ осями координатъ; тогда ясно, что 
МН=оОА, МК=ОВ, ИС=0ОС и следовательно разетояня точки М до 
плоскостей координатъ будуть соотвётетвенно равны длинамь ОА, ОВ 
и ОС, отложеннымъ по осямъ координать оть точки О вправо по оси 
х-въ, къ себ по оси у-въ и вверхъ по оси <-въ; для точекъ же М, 
М", М"', №,... нБкоторыя изъ т5хъ же длинъ будуть отложены влёво 
по оси 2-въ, какъ напр. для точки М’, отъ себя по оси у-въ, какъ напр. 
для точки №", и внизъ по оси 5-въ, какъ напр. для точки №. Поэтому, 
для полнаго опредфленя положен!я точки въ пространств®, условились 
ставить знаки (+) и (—) при числахъ, выражающихъ разетояня отъ точки 
до плоскостей координатъ, и мы будемъ, если не екажемь  противнаго, 
писать знакъ (--) при чиелахъ для разстоянй, откладываемыхь оть на- 
чала координать вправо по оби 2-въ, къ себф по оси у-въ и вверхъ по 
ови з-въ, а знакъ (—) будемъ писать при чиелахь для разстоянй, 
откладываемыхь отъ начала координать влёво по оси х-въ, отъ себя 
по оси у-въ и внизь по оси з-въ. Принявъ эти условя, увидимъ, что 
въ каждомъ изъ восьми угловъ, образуемыхь пересёченемь плоскостей 
координатъ, разетоян!я отъ точки до плоскостей координатъ будутъ съ раз- 
личными знаками, по которымъ легко отличить точку отъ другихъ точекъ. 
чежащихь на тёхъ же разстоящяхь оть плоскостей координатъ, но въ 
другихь углахъ. Въ самомъ дВдЬ, означивъ (фиг. 142) разетоямя отъ 
точки М до плоскостей уз, хз и ху соотвфтетвенно буквами а, фи с, 
найдемъ, что для точки № разетояшя выразятся;: а, би —с; для точки 
М': —-афисит. д. 
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Величины, служация для опредяеня относительнаго положеня точки 
въ пространотвВ, какъ извфетно, называется координатами разоматри- 
ваемой точки и обыкновенно, въ прямоугольной систем координать, 
говорять сначала разстояне или число дая разстояшя оть данной точки 
{считаемое по 00и 2-въ) до плоскости 05, потомъ разотояне или 
число для разотоямя отъ данной точки (считаемое по о6и у-въ) до 
плоскости 205, и наконець разсто яве или число для разотояня отъ 
данной точки (очитаемое по 06и з-въ) до плоскости 20Оу. Для сокра- 
щеншя пишуть эти три числа послёдовательно, окруживъ скобками и 
поставивь между ними запятыя; такъ если дана точка, кот. воорди- 
наты а би с, то пишуть: (а, 6, с) и обратно, если дана точка 
(3, 4, 5), то 3, 4 и5 выражають разстоямя оть точки до плоскостей 
координать: у05, 205 и хОу. Поэтому, означивъ координаты точки М 
(фиг. 142) буквами а, фи с, координаты точекъ: М', М",... будуть: 
М'(—а,6,с), М"(—а,— 6,6), М'" (а, —6,с), Ма, в, —с).№' (—а, 6,—-с), 
№" (—а,—6.—©) и №М"”'(а,—6,— с). 


Когда даны координаты точки, то, имя въ виду сказанное, легко опре- 
влить положеше точки въ пространств®. Напр. если дана точка (—2, 
(Фиг. 143). 


4, —3), то, отложивъ по оси 2-въ 
вльво оть точки О часть ОА, 
равную двумъ единицамъ длины, 
5х‘ проведемъчрезь точку А плоскость, 
паралл. плоскости У0з; отложивъ 
такихь же 4 единицы къ сэбЪ по 
оси у-въ, проведемь чрезъ точку 
В плоскость, параллельную п106- 
кости 20з, и наконець, отложивъ 
внизъ. по оси з-въ три такихь же 
единицы, проведемъ плоскость, па- 
раллельную ‘плоскости хОу. Точка 


Точка М пересфченя этихъ плоскостей будеть искомая. 


Замфтимъ, что когда будемъ брать какую нибудь точку въ проетранств®, 
то я координаты относительно прямоугольной системы координатъ будемъ 
означать буквами х, У И <. 

Изъ опредфленя координать точки выходить: 1) координаты начала 
суть: 0, 0и 0; 2) для точекъ, лежащихь на плоскости 2у: ==0, а для 
точекъ, лежащихь на оси 2-вЪ: у=0 и =0; для точекь, лежащихь 
на плоскости уз: х=0, а на оби у-въ: 2—0, <=0; для точекъ, лежа- 
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щихъ на плоскости 23 : у=0, а на оси з-ВЪ: &—=0 и у=0; 3) величины 
т, у и < мотуть измфияться оть + 0 0 — ©. 

Точки 6, Ни К (фиг. 142) суть проекщи точки М на плоскостяхь 
координат; при этоиь ОАи ОВ суть координаты точки С’ относительно 
прямоугольной системы =0у; ОВ и ОС суть координаты точки Н отно- 
сительно системы 705, а ОА и ОС суть координаты точки К отноеи- 
тельно системы 205; слбдовательно точка М имфеть съ каждою изъ 
ея проекщй дв® общихь координаты, а потому, Для опредвленя позо- 
женя точки въ пространств, которой координаты извфотны, надо на 
одной изъ плоскостей координать опредфлить положен е проекщи помо- 
иию двухъ изъ координать, а за льмъ, возотавивь периендикуляръ къ 
этой плоскости, отложить на немъ величину, равную третьей изъ ко- 
ординать. Напр., опредфливъ положене точки М (фиг. 143) на плоскости 
2Оу помощю координатъ: &—=—9 и у=4, возетавимь внизъ перпен- 
дикуляръь МС къ плоскости Оу, на которомь отложимъ часть ММ, рав- 
ную тремъ единицам длины, и получимь искомую точку М. 

$ 219. Задача. Опредълить разстояще между двумя дан. 
ными точками. : 


Положимь даны дв® точки М и №; координаты точки М суть: 2,9 
(Фиг. 144). 


из, а координаты точки М суть 2», У» И 5) 
требуется опредфлить длину прямой ММ, кото- 
рою означимь буквою $ Изъ точекъ М и № 
опустимь перпендикуляры МР к МР’ на плос- 
кость 2Оу и черезъ нихъ предотавимъ плоскоеть, 
на кот. проведемъ прямую МК, параллельно 
прямой РР’, до ветрчи 6ъ М№Р' въ точк® К. 
Изъ прямоугольнаго треугольника МКМ имфемъ: 


им—У мк М; 
но МК=РР', гд% РР’ веть разетоян!е между точками Р(2, У, ) и Р'(х., у.). 


й И ЕЕ Е 
лежащими на плоскости 20у, а потому РР'=у (жи, 


МК—МР' —КР'—=5,—=,, а МУ=8; слфдовательно 


гаи 2 
8—=} (=,—4;) +), —8,* 
т. в. разстоянёе межюду двумя данными точками равно корню квад- 


ратному из5 суммы квадратовб разностей координатв данных то- 


чеко. Эта формула есть общая, гдЪ бы не были взяты точки Ми М 
(см. прим. $6, П части). 
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$ 220. Понят1е о геометрическихь м$етахъ въ простран- 
ствф. Изъ геометрии извёстно, что предёль тьла есть поверхность или, 
другими словами, поверхностью назыв. 10, что отфляетъ одну часть 
пространства оть другой. Въ аналитической геометрии, какъ и въ 34е- 
ментарной гвометр!и, разсматриваются только т поверхности, законъ 
образован!я которыхь намъ извфотень т. в. извфетно: какую она отд8- 
аяеть часть пространства отъ другой, а дая этого слЪфдуеть указать 
общее качество точекъ поверхности, по которому онё отличаются оть 
прочихь точекъ пространства т. е. чтобы поверхность—общй предвлъ 
двухь частей пространства—служича бы переходомъ оть точекъ одного 
свойства къ точкамъ противоположнаго свойства. А такъ какъ Точки, 
взятыя отдёльно, не предетавляють какого либо безусловнаго различия, 
то поэтому ихъ необходимо отличать по своему положению относитель- 
но другихъ лин, точекъ или поверхностей. Напр. поверхность шара 
воть теометрическое мёето точекъ, равноотстоящихь оть данной точки, 
наз, центром5; поверхность круговаго цилиндра можно разсматривать 
какъ геометрическое м®ето точекъ, равноотстоящихь оть данной прямой; 
поверхность конуса можно разсматривать какъ геометрическое иЪето то- 
чекв; разстояня оть которыхъ 10 данной точки и данной прямой, про- 
веденной черезъ туже точку, пропорщюнальны ить 

Поверхности можно разсматривать еще какъ полученныя оть движе- 
ня какой либо лини, когда она передвигается по извфетному закону. 
Такъ напр. поверхность шара можно разсматривать, какъ полученную 
оть обращешя окружности круга около одного изъ даметровъ, кот. 
остается неподвижнымъ; поверхность цилиндра можно разематривать, 
какъ полученную оть движешя прямой, остающейся параллельной самой 
себ и скользящей по нфкоторой лини; поверхность конуса можемъ разсмат- 
ривать, какъ полученную отъ обращешя прямой, проходящей черезъ дан- 
ную точку и скользящей по нёкоторой лини и т. д. 

$ 221. Понят!е о ливяхъ въ пространств. Лин въ про- 
странствв обыкновенно разематриваются какъ пересёчен1я двухъ поверхнос - 
тей. Напр. прямую лин разсматривають какъ пересъчен!е двухъ плоскос- 
тей; окружность какъ пересфчен!е поверхности шара съ плоскостью и т, д. 

$ 222. Выражен1е поверхностей уравнен1ями. Положимъ, что 
дана нёкоторая поверхность О предотавляющая извфотное геометричес- 
кое мото точекъ, часть которой представлена на 145 чертеж. Отнесемъ 
эту поверхность къ прямолинейной’ систем координать и означимь бук- 
вами 2, у и 3 координаты какой нибудь точки поверхности 0. Возьмемъ 


Отд. ХИП. АНАЛИТ. ГЕОМ. ВЪ ПРОСТРАН, $ . 931 


® 
произвольную точку Р на плоскости ху и изъ нея проведемь прямую, 


параллельно оси <. и положимъ, что эта прямая пересфчеть поверхность 
(Фиг. 145). 


О въ точкЪ М; тогда для з получимъ опредв- 
ленное значеше, зависимое, говоря вообще, отъ 
хи у координатъ точки Р. Взявши на плоскости 
ху еще произвольную точку Р’и проведя черезъ 
нее прямую, параллельно оби <, до ветрёчи съ 
поверхностью О’ въ точк» М’, получииъ для 3 
опредфленную величину МР’, завис ' 
координать хи У точки Р’ит. д. Но такъ Какъ й 
на плоскости ту можемъ брать точки такъ, что у Р Р 
одно 2 будеть измфняться, а у ‘оставаться безъ 
перемфны, и обратно, то поэтому здфеь г и у будуть перемфнныя не- 
зависимыя и слёловательно < есть функшя двух перемённыхь незави- 
симыхь координать х и у той же точки т. е. 

8=/Их, у); 
а дия того, чтобы < была `фунищею х и У, надо чтобы 2, уиз были 
связаны уравнентемъ: 


Е Ех, у, в)=0- 

Полученное уравнене наз. уравнензем5 поверхности. 

$ 223. Въ предъидущемъ разсуждени имфхи въ виду, что для произ- 
вольныхъ значенй двухь изъ трехъ поремфнныхь г, Уи < третья прини- 
маеть соотвётствующее значене. Однако можеть случиться, что для какихъ 
угодно значенй двухь изъ перемфнныхь 2, У и 3 третья иметь пос- 
тоянную величину; такъ, наприм$ръ, давая т и У произвольныя значе- 
ня те. какъ бы не брали точку на плоскости ху, < остается безъ 
перемфны, что показываеть, что точки поверхности О находятся на 
одинаковомь разстоянши оть плоскости ху т. е. поверхность будетъ не 
что иное, какъ плоскость, параллельная плоскости 2; слёдовательно 
уравнен!е 

З==с (постоянному) 
будеть уравнешемь плоскости, параллельной плоскости ху. Котда же 
з—0, то плоскость О совпадаеть съ плоскостью ху и потому 3==0 есть 
уравнен!е плоскости 27. 

Точно также х—а есть уравнен!е плоскости, параллельной плоскости 
уз, а т=0 есть уравнене плоскости 5; 7—6 есть уравнене плоскос- 
ти, параллельной плоскости хз, а у—=0 уравнене плоскости 25. 

22 


338 *- { АНАЛИТ. ГЕОМ. ВЪ ПРОСТРАН. Отд. ХИ 


$ 224. Можеть случиться, что одна изъ координать точки поверхности 
есть функщя только одной изъ остальныхъ координать этой точки. Напр. у 
есть функщя только 2 и слдовательно у независить оть величины 3; 
въ такомь олучав уравнене поверхности будеть 
у—=/) иаи Е(е, у)=0 (т) 
при воякомь значени <; если при этомъ возьмемъ 3=0, то это означа- 
етъ, что разсматриваемъ точки данной поверхности, лежащей на плоскости 
ту. Предположимъ, что данное уравнене (тж) представляеть н$которую 
(Фиг. 146). линю АВ на плоскости ху; координаты ка- 
кой нибудь точки Р лини АВ: 2—=ОМ и 
у=МР будуть принадлежать всякой точки 
М, взятой на прямой, проведенной черезъ точку 
Р, параллельно оси з, а потому координаты 
веякой точки этой прямой будуть удовлетво- 
рять уравненю Е (<, у) =0; другими еловами, 
если прямую РО будемъ передвигать такъ, 
чтобы она скользила по лини АВ, оставаясь 
парачлельною оси <, то координаты всякой 
точки на этихъ прямыхь будуть удовлетво- 
рять данному уравнению, и поверхность, которую опишеть эта прямая, бу- 
деть цилиндрическая. Слбдовательно уравнене: у=/(2) или Е(х, 7)=0 мо- 
жеть представлять поверхность цизндра съ производящею параллель: 
ною оси з. Кром того замтимъ, что для того чтобы получить слёдъ 
цилиндрической поверхности на плоскости у, надо положить 3—0. 


Когда Е(х, у)==0 есть уравненше первой степени, то слбдъ АВ 
(черт. 146) на плоскости ху будеть прямая и поэтому получимъ урав- 
нене уже не цилиндрической поверхности, а плоскости, параллельной 
оси 3. 

Точно также Ру, з)=0 можеть принадлежать поверхности цилиндра 
съ производящею, параллельною оси 2, а когда уравнене Ку, 3)=0 
будеть первой степени, то оно принадлежить плоскости, параллельной 
оси т-въ. Уравнене же Е(ж,=)=0 можеть принадлежать поверхности 
цилиндра съ производящею, параллельною оси у-вЪ; но если Е(х, з)==0 
воть уравнене первой степени, то оно принадлежить \илоскости, парах- 
лельной оси у-въ. 

$ 225. Изъ этихъ изохвдован!Й видимъ, чго для того чтобы уравнеше Е (2, 
у, 3) =0 принадлежало поверхности, необходимо, чтобы ему могли уцовле- 


Отд. ХИ. АНАЛИТ. ГЕОМ. ВЪ ПРОСТРАН. 339 


творять вещественныя величины 2, у, и чтобы оня были бы способны из- 
мънятьея непрерывно. ДВйствительно, положивъ, при этомъ условш, <==с, 
найдемъ уравнене Е(х, у, с)==0; тогда отложинь (Фиг. 147). 

на оси з часть ОС=с ичерезъ точку С предота- 
вимъ плоскость О, параллельную плоскости 27. 
Координаты точекъ, лежащихь на плоскости 0, 
должны удоваетворять уравнению Ех, у, с)=0уза 
такъ какъ это уравнене представляеть изкоторую 
линю, то и получимь на плоскости О линю АВ. 
Если возьмемь з=0’ и поступимъ также какъ 
въ предъидущемь случаЪ, то получимь еще ли- у 

ню А’В’, кот. можеть ототоять отъ нея на очень 

малое разетояше и т. х. Вообще, измёняя з непрерывно между иззФет- 
ными предфлами, получимъ непрерывный рядъ лин, составляющихь 
искомую поверхность. 

Въ нфкоторыхъ случаяхъ уравнеше Ёх, У, 3)=0 можеть с0б0ю не 
предетаваять никакого геометрическаго иъота, когда ему не удовлетво- 
ряють ни кавя вещественныя величины х, у, в, какъ напр. уравнене 
: За?- у? 25+4—=0. 


Ураннеше Е(х, У, 5)=0 можеть представаять одну или нфоколько 

отдфльныхь точекъ или отдфльныхъь линй. Напр. уравнене 

а у?+ 3 =0 

предотаваяеть одну точку: начало координатъ, а уравн. (в—а+у"= 
—0 представляеть одну прямую, потому что это уравнеше принадле- 
жить ($ 224) цилиндрической поверхности, слфдъ которой на плосноОти 
ху опредфляется уравненемъ (2— а) у’=0; это же ранен пред- 
ставляеть точку (а, 0) и слёдовательно во производящия цилиндра сов- 
падають въ одну прямую, параллельную 00и д-ВЪ. 

Уравнене Ех, У, 8)==0 можеть принадлежать нфеколькимъ отдЪлЬ- 
пымъ поверхностямъ, когда оно можеть быть разложено на нЪсколько 
отдёльныхь уравнен!й низшей степени. Напр. уравнене 

23—аз—65+46=0 


можеть быть представлено въ вид: (#—а)(в—6)=0, кот. разлатает- 
ся на два отдВльныхь и независимыхъ уравненй: 2=а й 3==6, иред- 
ставаяющихь 6060ю ДВФ плоскости, изъ которыхъь одна параллельна 
плоскости коордивать уз, а другая плоскости ху, ы 
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$ 226. Клаввификаця поверхностей. Поверхности, кавъ и ли- 
ни, раздвяяются на алгебраическя (котда ихъ уравненя алгебраическия) и 
трансцендентныя (когда ихъ уравнешя транецендентныя); кромф того ал- 
гебраичесыя поверхности раздфляются на порядки по степенямъ уравне- 
ий. Напр. уравнеше А2- Ву-+-Сз- )=0 принадлежитъ поверхности 
перваго порядка, а уравнене 27+ Ву? + Сз*- Огу-+ Ежз- Еуз- бт 
-+ Ну+Кз-+Г-==0 можеть принадлежать поверхности втораго порядка. 


$ 227. Выраженае лин! уравнен1ями. Всякую лин въ про. 
странств можно разематривать какъ пересфчене двухь поверхностей: 
Их, у, 3)=0 и Е(х, у, 3)=0 и обыкновенно уравненйя этихъ поверх- 
ностей, взятыя выфетф, разсматриваютъ какъ уравненя лини въ про- 
странств®. Большею частью или покрайней мфрЪ очень часто линю раз- 
сматриваютъ какъ пересфчене двухъ цилинлрическихь поверхностей, 
проектирующихь ея на двЪ плоскости координатъ, и совокупность урав- 
ненй этихъ цилинлрическихь поверхностей принимаютъ за уравненя ли- 
нш. Въ самомъ дфлЪ, положимъ, что дана 
лия АВ въ пространств, какъ извфет- 
ное геометрическое мъето точекъ; отнесемъ 
ея къ прямоугольной системв координатъ 
и пусть СД будеть проекщя АВ’ на плос- 
кости 25 и ЕЁ проекщя АВ на плоскости 
уз. Такъ какъ производящая перваго ци- 
линдра параллельна оси у-въ, а произво- 
дящая втораго параллельна оси х-въ, то 
($ 224) ихъ уравненя будуть: 


Е (ад)=0 ==Ла) 
Е (уз) =0 ны &=/, (у); 


совокупность этихь уравненй и будеть уравнешями лини: АВ пересче- 
я этихъ поверхностей. 


(Фиг. 148). 


Если же линю АВ будемь проектировать на третью плоскость коорди- 
нать ту, то получимъ поверхность цилиндра съ производящею, параллель- 
ною 0си в, и уравнене которой можеть быть получено изъ уравненй пер- 
выхь двухь цилиндрическихь поверхностей, исключивъ между ними 3; 
тогда получим уравненю $(2,у)=0, тлф х и У должны быть тьже, 
что и въ урэвненяхь первыхь двухъ цилиндричесвихь поверхностей, 
потому что они принадлежать точкамь одной и той же лини АВ, а 
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такое свойство можеть принадлежать только уравненю, полученному 
черезь исключене з изъ первыхь двухь уравненй. 
Вообще, систему уравнений: 
Еж, у,5)=0, Е (2,,3)=0, 
представаяющихь ©060ю уравнешя длины, можно заифнить вистемою: 
Е—0и ЕАК =0, 
тдВ А число постоянное т. в. что поверхность Е—КК =0 проходить 
также черезь пересфчене двухъь первыхъ поверхностей, какого бы чи 
было А. 


Преобразован!е координатъ, 


$ 228. Формулы для перехода отъ одной системы къ другой, 
когда измфняется только начало. Пусть 02, Оу и Оз три ови 
данной прямоугольной системы; 0'Х, 0'’У и 0’2 суть три оси новой 


системы, параллельныя осямъ прежней и направленныя въ туже сторону. 
\Фиг 149). 


Пусть 1, К и Г координаты новаго начата 0’ от. 
носительно прежней системы; 2, у и < коорл. какой 
либо точки М относительной прежней же системы, 
а Х, У ий коорд. той же точки М относитель- 
но новой системы. Проекщи длины ОМ на осях 
Ох, буи 0% ($ 201) будуть 2, у и 5; проекщи 
длины ОМ’ на тВхъ же осяхь или все равно на 
осяхь 0’Х, ОУ и 0'2 будуть Х, Уши ра 
проекщи длины 00' на данныхъ осяхъ будуть ы р. 
в, Ки 1; направхешя же дхинъ ОМ, 00’ и 0'М У 
очевидно оть О къ М, этъ О къ 0’ и отъ 0’ 
къ М; поэтому ($ 204) проек. ОМ= проек. ОО’ проек. О'И на туже 
ось, а слдовательно, принимая послёдовательно за оси проекщй оби 
координать прежней системы, ‘найдем: 
т=й-Х, у=-У, =. 

$ 229. Формулы для перехода отъ одной системы кт другой, 
когда измфняется только направлен!е осей. Пусть Ох, буи 05 
(фиг. 150) ови прежней прямоуг. системы; ОХ, ОУ и 02 оси новой прямоуг. 
системы, Означимь черезь а, Би с косинусы угловъ, которые составяя- 
сть 0сь ОХ съ тремя осями: Ох, Оу и 05, а черезъ а’, в’, с' и-а", 


. 
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$’, с" косинусы угловъ, которые составлять оби ОУ и 02 съ тёми 

(Фиг. 150). же осями данной системы. Возьмемъ какую 
нибудь точку М и означимъ ея координаты 
относительно прежней системы буквами т, 
У и ®, а относительной новой буквами Х, 
Уи А изъ точки М опустимъ периенди- 
куляръ МР на плоскость ху и перпен- 
дикуляръ МР” на плоскость ХУ; изъ точек 
же Ри Р’ опустимъ соотв®тетвенно пер- 
пендикуляры РО и Р'’О’ на ови ти Х. 
Совдинивши точку Мосъ О и разсматри- 
вая четыреугольники ОМРОО и ОМР’О’О, 
найдемъ ($ 204), принявши ось х за ось проекщй, 


ОМео5(ОМ,=)=2 и ОМеоз(ОМ,=)=аХ-на’У-а”7, 


а потому 
х=аХ-+аУ-+а"'2. 

Точно также ихъ тхъ же четыреугольниковъ, принимая за оси проек- 
Ц сначала ось у-въ, а потомъ з-въ, получимъ: 

У=ОХ-+ЬУ- 6" 2 и зсХ+с'У+ с" 2. 
И такъ формулы: 
—=аХ-+а'У-+а"' 2, УХУ +" 1 и зе Х+е'У+ с" 1 (2) 
суть искомыя, гдё ($$ 209, 211) коэффищенты а, 6, с, а’, 6', с’иа’, 
В" и с’ связаны условями: 


а --+6? +6? =-1 аа’ +66’ + сс’ = 
а’ В? с? =1> (3) иа’а”-+ 66" с’ с" —=0 (4) 
а"? с" =1 аа" об" + сс" ==0. 
Если 00% части (2) уравненй умножимь соотвЪтетвенно на а, бис 
и сложимъ почленно; если потомъ умножимъ ихъ на а’, 6’, с' и также 
сложимъ почленно, и наконець, если умножимъ на а’’, (’ис’” и также 
сложимъ почленно, то, имфя въ виду (3) и (4) условя, получимъ ра- 
венства: } 
Х=аж-+бу-сз, У=а'ж- ус, =«а"®- "ус". (5) 
Эти формулы служать для обратнаго перехода оть второй системы ко- 
коордивать къ первой. 
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ЗАДАЧИ. 


1. Опредфлить въ провтранств% ‚положеня точекъ: (—2,—8.4), 


—1,—1,—2). 
4,—3,2), (4—2) и С-Ь 1 
я 2. предать точку, проекщи которой на плоскост 
(2.3) и (2,—5). 
3. Опредфлить разетоян 


4. Найти па прямой, 
М№чт., У», 35), тавую точку, которая дЪ 


яхЪ 2у и 1 суть; 


1е между точками, (0,—1, 4) и (2, 1, 3). 
соединяющей данныя точки: М, у) ) и 
дила бы прямую ММ въ отноше- 


Ни 9 къ #. И 
5. Опредфлить середину прямой, соединяющей точки: @, р 6) 
5—5, 2). ? п. : 

ыт стояшя между проекшями точки 35 на 


6. Опредълить раз 
плоскостяхь координатт, \ 

7. Опредфлить геометрическое зн 
8. Опредфаить геометрическое 
=— 1)*—=". | ‚ | 
атак геометрическое значен!е уравнения: о ты 
10. Опредфлить геометрическое значене уравнений: , : 


Ш) 285+38—22—6—0; Ш) 2+ у— 2—2" =0. 


м 
А (» а] А 
ачене уравненйя: 30+ 4у"- ей 
значеше уравнешя: (2—3)*= 


ОТДВЛЪ ТРИНАДЦАТЫЙ. 


Плоскость и прямая, Задачи на прямую и плоскость. 


\ 230. Уравиене плоскости. Подожене плоскости будеть виол- 
нв опредвлено, когда извветно разстояне оть начала координатъ до 
илоскости и уголь, кот. составляеть съ осями координать перпендику- 
ляръ, опущенный изъ начала на плоскость, Пуеть О данная нлоекость 

(Фиг. 151). и ОМ периендикулярь изъ точки О на 0; 
означимъ длину ОМ буквою 8, а углы, еостав- 
ляемые прямою ОМ съ осями черезъ (8), (ду) 
и (8). Возьмемъ какую нибудь точку М на 
плоскости О и означимъ ея координаты бук- 
ваши 2, у и 5; изъ точки М опустимъ пер- 
пендикулярь МР на плоскость 2у, а изЪ точки 
Р перпендикулярь РК на ось д и точку М 
совдинимь съ М Принявь направаене $ за 
ось проекций, найдемь ($ 204): 


ОМ—=МИсоз(ММ, 3) + 2605 82)--ус0(8у)-+5605 8=); 
но ОМ=8, 2(МИ,8)=90°, а воз(ММ 8)—0, и сафдовательно 
8—1608\ 82) - усов(8у) + 360$(83) 


иди 
260382) + ус0$(8у)-+ 3608(85)— 8—0. (1) 
Этому уравненю удовлетворяютъ координаты венкой точки илоскоети 
0, а потому найденное уравненше и будеть уравненемь плоскости. 


Утлы (82), (у) и (83) будуть служить мёрою дая двугранныхь уг- 
товъ, составяяемыхь илоскоетью (съ плоскостями координать: уз, сз 
и 2у. Въ самомь дБлВ, такъ какь 8 перпендикулярна къ плоскости (, 
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а прямая Ол къ плоскоети ‘уз, то (82)= 0(0,уз); также Ду 
= (0,25) и 0(83)= С(О,ху, а потому уравнене плоскости О’ можно 
еще написать такъ: 
2603( О,уз)- усоз(О,хз) + з603(О,ху)—8=.0. (2) 
$ 231. Геометрическое значен1е уравненйя первой степени 
съ тремя перемнными координатами х, у и 1. Общее урав- 
нене нервой степени съ х, уи з воть 
Аж-Ву-+ Сз-+-0=0, (3) 
кот. при вефхь значеняхь А, В, С и Ш, за исключешемъ того, когда 


А—=0, В-=0 и С—=0, будеть уравнешемь плоскости. Чтобы это дока- 
зать, покажемъ, что данное уравнеше можеть быть приведено къ 


виду (1): 
2003(82)--у03(8у)-+ 605(83)—8=0, 


кот. есть уравнене илоскоети. 
Умножимъ данное уравнеше (3) на произвольное число т: 
Атх- Вту-- Стз-+ От=0 
и опредфлимъ т такъ, чтобы 
Ат-=00$(82), Вт—с08(8у), Ст=60(85) и Эт—=— 8; 
первыя три равенства возвысимь въ квадрать и сложимь по- 


членно: а 


(4+ В? С*)т?— 60584) + 6058) - 608283) 
или ($ 209) 
(.43- В?- С?) т?=1; 
откуда - 
Е 1 
ИВ 6 
Найденное выражен! дая т показываеть, что оно возможно для везхъ 
значенй А, В и С, за исключенемъ того, кома А=0, В=0и С=0. 
Мы также выдимъ, что дя т сущеетвуеть два значеня, а потому, что- 
бы знать съ какимь знакомъ надо взять дробь, обратимся къ равенству 
Рт=— 8, гдБ подетавивъ вместо р его величину, найдемъ: 
Е ос ОИ 
=, 


$ есть величина положительная, а потому при корн® надо взять знакъ 


- 
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обратный знаку извзетнаго члена. Опредваивъ знакъ при т, найдемъ 
угаы изъ формулъ: 


В 
в03(82) =Ат=— ЕО в03(у)=Вт умно 
С 
О у, 


Частные случаи. Емаи 0=0, то уравнене плоскости ет 
Ах-+-Ву-+Сз==0, проходящей черезъ начало координать, т что 
этому уравненио удовлетворяютъ величины: 2=0, у=0 и ==. 

Если С=0, то уравнеше (3) приметъь видъ Ах-+Ву-+0-==0, которое 
принадлежить плоскости, параллельной оби 3 ($ 224). 


Когда же В=0 и С=0, то (3) уравнеше будеть вида Аз-+О=0 


или х=—=———, которое принадлежить Л аллельной п10с 
С ад. ь илоскости, пара. 
А’ р р о 


кости уз (223). 
$ 232. Уравнене прямой. Вь $ 227 мы 
(Фиг. 152). 


уже объяснили, что пря- 
мую можно разематривать какъ пересфчеше двухъ 
плоскостей, проектирующихь ея на плоскости Е 
ординатъ. Вь самомъ дфлЪ, положимъ, что ки 
прямая КТ, отнесенная къ прямоугольной чан 
координать; ММ и М'’№ ея проекщи на пу: 
костяхь уз и 25; саЪдовательно плоскости КЕМ И 
и КЕММ, перпендикулярныя соотвфтетвенно къ 
плоскостямъ 22 и уз, будутъ параллельны оды: 
Оуи Ох, а потому ихъ уравнешя будуть ($ 224): 


Ах + Вз +0 ==0 | 

Ау В'з-+ 0'=0 | 

Эти уравнения, разематриваемыя вызет®, будуть предота 
не прямой. м 
Уравнеше плоскости КМ” №", проектирующей прямую КЁ на мы 
гу, получимъ ($ 227) изь (4) уравненйй, исключивъ между ними 55 найдемъ: 


х—=аз-р | (4) 
у=6з-+ 4: { 2 
влать уравне- 


6 
ау—61=44—6р или о" 


Частные случаи. 1°. Когда прямая проходить черезь начало ко- 
кцы очевидно проходять также черезь начало ко- 


ординатъ, то вя прое 
ординать и уравнешя (+) примуть видъ: 
т—=аз, у=63. 
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2°. Если прямая проходить черезъ точку, лежащую на одной изъ 
осей, напр.. оси у, то ея проекщя на плоскости 2з будеть проходить 
черезъ начало координать и уравнен!я прямой будуть: 

р 1=а5 и У=0з-+9. 

3°. Когда прямая параллельна одной изъ плоскостей координатъ, напр. 
плоскости ху, то проекши ея на двухъ другихъь плоскостямъ коорли- 
нать будуть имфть одно и тоже уравнене: 3—4, а потому надо 
взять проекцию данной прямой на третьей плоскости ту, уравненше ко- 
торой: у=сф-+ г и слёдовательно прямая опредфлитея уравненями: 

8=4 и уех-+г 

и 4°. Если прямая параллельна одной изъ осей координать, напр. 
оси <, то проекщя ея на плоскостяхь 2з и уз булутъ параллельны оси 
<, а слФдовательно уравненя проектирующихь плоскостей будуть: 2=р 
и У—9; поэтому уравненя прямой будуть 

=р и У—=9. 

$ 233. Геометрическое значен!е коэффиц!ентовъ въ урав- 

нен!и прямой. Пусть уравненя прямой КЁ (фиг. 153) будетъ: 
т—а5+р и У—63- 4. 

Положивъ 3—0, найдемъ, что 2=р и у—49 т. е. координаты точки 
Р пересбчешя прямой съ плоскостью у будуть ри 9; слБдовательно 
постоянные члены р и въ уравнешяхь прямой (Фиг. 153). 
суть координаты слфда прямой на плоскости ту. я ь 
Величины а и, взятыя въ уравненяхь прямой, | Х 
зависять оть угловъ, составл. проекщями пря- м/и и 
МОЙ СЪ 06ьЮ <, а потому, если черезь начало та 
координать проведемъ прямую ОМ, параллельно 
данной прямой, то проекщи этой прямой будутъ о 
параллельны первымъ и ихъ уравненя будуть ей т 
($ 232) вида: 9 


—а5 и У=65. 

Означимь буквами а, Ви] углы, составляемые данною прямою или 
все равно прямою ОМ съ осями координать и возьмемь на ОМ часть 
ОМ—=5; пусть ®, У и з означають координаты точки М. Тогда ($ 203) 

2=86089, у—=86038, &—=0005; 
но точка (2, у, <) лежить на прямой ОМ, а потому координаты ея 
должны удовлетворять уравненямъ: х=аз, у=6з т, е. ‘ 
дс03а—а80057 и 96058 —69605%; 
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откуда ь 
6054, 505 
= Бр 6058. 
6057 6051 


Сафдовательно коэффищенты при хи у въ уравненяхь прямой (4) 
суть отношешя косинусовъ каждаго изъ угловъ, составляеныхь прямою 
съ осями хи у, КЪ косинусу угла, составляемаго прямою СЪ о6ью 5. 
Присоединивъ къ этимъ уравнешямъ еще ($ 209) 

воз + 60878 05-1, 


найдемъ: 
@ об $ ми 1 
60а = А, 0%В8= =, 605 у= А: 
= 4-21 Иа? 5*-1 : =уй-++Г 


тд передъ корнемьъ надо брать знакъ -- или — , смотря потому уголь 


у<90° и у>90°. 
Замфнивь аи б въ данныхь уравненихь ихь величинами, найдемъ: 


_ 6054. 64 
НР, 
откуда 
Ф— 4 


6054 6058 608. 
Замфчан!е, Коэффищенты @ и вь уравнемяхь прямыхъ наз. 


уловымы коэффищентами. 


Задачи на прямую и плоекость. 


$ 234. Задача 1. По данным уравненямв прямой опредьлить 


улы, составляемые ею 65 осями координатё и со плоскостями 


координатз. Пусть 

2—аз-р и У=65+4 
уравненя данной прямой. Означивъ буквами а, Ви у углы, составяяе- 
мые этою прямою съ положительными направяенями осей координать, 
считая направлеше прямой въ сторону положительныхь 5-ВЪ, полу- 


чемъ ($ 233) 


4 
т созВ 
и"! 


Если же проведемь черезь начало координать прямую, параллельно дан- 
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ной прямой, то углы, составляемые этою прямою (или данною) съ плос- 
костями координать будуть дополнительными къ угламь а, Ви 1. 

$ 235. Задача 8. Вычислить уолб между двумя прямыми. Пусть 
урйвнен!я данныхь прямыхъ: 
в=а’&-р’, 
у=’=+9'; 


т—=аз-+р 
и 
у=6=-+9 ‘ 
тогда, означивъ углы, составляемые первою прямою съ осями коорди- 
нать буквами а, Ви 1. а второю прямою съ тьми же осями буквами 
ДЕ 
а’, би’ и буквою ф уголъ между данными прямыми, найдень ($ 211): 


605ф =608@.. 6084” -- 6058.03” - с05у. 605" 
Но ($233) 
Е а Г 1 
605, Е в058 = а о 
У а +61 у а*- 62-1 И9' +81 
а’ х у’ 1 
008 — Аа. 608\' = 
И +1 в =уа/?+6'?+1 вх 
и потому 


05а’ = 
Иа? 03-1 


аа’ + 66’ +1 
У 2+ 6+1. Иа? Ь?+1 


605< = 


Услов1я параллельности и перпендикулярности прямыхъ. 
богла прямыя параллельны, то уголь между ними равенъ нулю или’ 
180° и 6050=6080°—4 или с08==60$1809°——1, а для того надо 
чтобы лробь была равна =1 т. е. | 


аа’ 5 -+1= у а-- 0-1. ат, 
ИЛИ 
(аа' 5’ + 1) = (а? 6? +1) (а? 5+ 1) 
или ) 


(а— а’)? (6—6)? -+ (аб’—ва’)°—0: 
но, чтобы это услов!е было выполнено, то, необходимо и достаточно. чтобы 
аи в==й’. 
м®довательно, для наратлельности прямыхъ, необходимо и достаточно 
чтобы умовые коэффиенты были бы равны. 


Вогда же прямыя перпендикулярны, то 6050 =60590°—0 и потому 
необходимо и достаточно, чтобы 


аа’ +5’ +1—=0. 
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$ 236. Задача 3. Найти уравненя прямой, проходящей черезб 
данную точку. 
Шусть (2,, 91, <) данная точка, а 
х—а3+р, у=65-+9 
уравнешя искомой прямой, гдф а, 6, ри 9 произвольныя количества. 
Искомая прямая должна проходить черезъ точку (21, У;, 5,), а потому ко- 
ординаты этой точки должны удовлетворять ея уравнешямь т. ©. 


2, = а, +р, и =6, +4. 
Вычтя эти уравневшя соотьбтетвенно изъ двухъ предъидущихь, най- 


демъ: 


&— т, —=а(5—31), У у: = 51). 


$ 237. Задача 4. Найти уравневн прямой, проходящей че- 
резо двь данныя точки. 
Пусть (2; Ул, 51) и (2, 9, =.) данныя точки. Уравнешя искомой 
прямой, какъ проходящей черезъ точку (2, У, 3), будуть: 
&—21-8 (5—3), уУ—и=6(=—2); (® 
по условю, эта прямая должна проходить и черезь другую 
то координаты точки (25, У», 52) должны удовлетворять 


а такъ какъ, 
данную точку, 
ЭТИМЪ уравненямъ т. 65 

д,—2, =, — 51), уь— = (,—2:); 


откуда 
И ей 


ЕЕ 


5—5 
Подотавивъ эти величины а ибвъ (#) уравнен, найдемъ: 
2 = 


8—2, 


(8—4) 


т.т 

= 

ВЕ 8 3), У 
5—3, 


уравнения искомой прямой. Эти уравнения можно соединить выфотЪ, на- 


писавъ такъ: 


УИ 9 
Замфчан1е. Уравнешя искомой прямой можно составить непоеред- 
ственно, замётивъ, что проекщи прямой на плоскости 25 и уз прохо- 
дять черезъ точки (2, 3,) и (4, 3»), (из) и (у»› 52). 
$ 238. Задача 5. Найти уравненёя прямой, проходящей черезё 
данпую точку, параллельно данной прямой. 
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Пусть (2, у, 3,) данная точка, а. т=из--Ё, у=-из--1 уравнешя 
данной прямой. Уравнешя искомой прямой, проходящей черезъ данную 
точку, будутъ ($ 236) 

а—а,=а(з—5), у—и=Из—а,); 
но такъ какъ эта прямая должна быть параллельна данной, то ($ 235) 
а=т и 6—1 и слд. уравнешя искомой прямой будуть: 
&—т=т(8—3), У—и=п(8—в,). 

$ 239. Задача 6. Опредълить уюлв между прямою и плоскос- 
тью. Пусть #=аз-+р и у=6з-4 уравненя ланной прямой и Ах- 
+ Ву-+ Сз-+-0==0 уравнеше данной плоскости. 

Изъ точки О начала координать проведемь прямую, параллельно дан- 
ной, до пересфченя съ данною плоскостью въ точкЪ М и изъ начала 
координать опустимъ перпендикуляръ ОМ на данную же плоскость; с0е- 
динивъ точки Ми М, увидимъ, что уголь ОММ есть искомый и слу- 
жить дополненемъ до прямаго углу МОМ т. е. составленнному данною 
прямою или ей параллельною съ перпендикуляромь къ плоскости; по- 
этому, если означимъ буквами а, Ви] углы, составленные прямою съ 
осями координать, а я’, Ви’ углы, составленные перпендикуляромъ 
къ плоскости съ твии жз осями, а буквою Ф искомый уголь, то 
{$$ 233 и 231) 

в05а—= Е во = . 
— уячыкг “ чуфчи+г 
т , А 
А, 6089 =, 
= а*-+ 6+1 У 4*+- 8+0? 
В : С 
—————, 60$] '= о 
= 4? 8*+С* =У4?- В С? 
и сл довательно ($ 235) 


6057 == 


058’ = 


Аа-— Вь--С 
= 2 В*+ С°. Ут 
Услов!е параллельности прямой и плоскости. Если пряная 
и плоскость параллельны, то (ф=0 и зиф=0, а потому необходимо, 
чтобы числитель дроби быль бы равенъ нулю т. е. 
Аа- Вь-+ С—=0. 
Уелов1е перпендикулярности прямой и плоскости. Въ этомъ 
случа прямыя ОМ и ОМ сливаются и 29=90° и Яиф =9190°—1, 
а потому необходимо, чтобы 


Аа- В+ О=-у АЗ ВС. И а 1+1 


то 


352 АНАЛИТ. ГЕОМ. ВЪ ПРОСТРАН. Отд. ХШ. 


или, поель преобразований 

(А—Са)*-+(В— 66) +(46—Ва)*=0; 

лове было выполнено, то необходимо и достаточно, 
А—Са=0 и В—(6=0 


чтобы 
но, чтобы это ус. ь 


или 
А В С 


ии. 


$ 240. Задача 7. Вычислить у045, составляемый двумя плос- 


костями. Пусть 
Аж- Ву-+ Св 0=0 и А’ Ву С'8-0’=0 
уравненя данныхъ плоскостей. Очевидно уголь, составляемый м 
костями, равенъ углу $, составляемому перпендикулярами ОМ Е , 
опущенными изъ начала координатъ 0 на эти плоскости; поэтому, озна- 
чивъ буквами а, В, | углы, кот. составляеть съ осями координатъ ить 
изъ перпендикуляровъ, а буквами а’, В и {’утлы, кот. составляеть съ 
тфми же осями другой перпендикуляръ, найдемъ ($ 211): 
605ф = 6084 .6080/ > 6058 . вов" - 6051 .6057' 


глё ($ 231) 


В 
—- В 
и р = 42 - В*-+ С° 

о ВЕ Е ь 

в. —=у А В+" у 4+’ С"? 

ый 
В’ ‚ С - 
6038" . 6087 = Е} 
— у 4+8 С ь у д в" С* 
слфдовательно 


АА’- ВВ' - СС' р 
= 48 83-0. у 4 В*-+ С" 


605$ 


Уелов1е параллельности плоекостей. Если плоскости ры 
лольны, то периендикуяяры ОМ и ОМ сливаются и = или 181 


и 603$ =1 ии —1, а потому | 
АА’ -+ ВВ’ СС’=-У А В+ 0. у А-В" С" 


или 
(АВ’—А' В)? (ВС'—В' С)?+(АС'—А'С №0, 


Чтобы это услове было выполнено необходимо, чтобы 
АВ'—А'В—0, ВС'—В'С=0 и АС’—А'С—0 
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или 

Але В! вое: 

и в 


т. в. чтобы коэффишенты при перемюнныхо вё одномё изв уравне- 
нй были бы пропорщональны соотвитствующимё коэффищентамс вв 
друомё уравнеши. 

Услов!е перпендикулярности плоскостей. Въ этомъ случа» 
уголь ф=90°, а с0390°—0; поэтому необходимо, чтобы 

АА’ - ВВ’ СС'=0. 

& 241. Задача 7. Найти уравнеше плоскости, проходящей че- 
резг данную точку. Пусть (т, У,, <,) данная точка; положимъ также, 
что уравнен!е искомой плоскости есть 

Аз-+ Ву-+ Сз- 2=0. 

Такь какъ эта плоскоеть проходить, по условю, черезь точку 
(т, Уи, 31), то координаты ея удовлетворяютъ уравненю плоскости т. е. 
Аж, + Ву, + Сз, + В=0; 
вычтя почленно одно уравнене изъ лругаго, найдемъ: 

4(1—2,)-+ Ву—9!)+С(5—=)=0 
уравнен!е искомой плоскоети. 

& 242. Задача 8. Найти уравнеше плоскости, проходящей че. 
резё три данныя точки. Пусть (т, У;, 31), (25, Уз, 32) и (2, У, 55) 
данныя точки. Уравнене искомой плоскости, какь проходящей черезъ 
точку (21, 9, 3,), будетъ 

А(т—=;)+В(щ%—9,)+С(в—=,)=0, (1) 
а чтобы эта плоскость проходила еще и черезъ точку (2,, У», =>), то надо 
чтобы координаты этой точки удовлетворяли (1) уравненю т. е. 
А(2,— 2, )-+ В(у,— у, )-+ С&—з,)=0. (2) 
Исключивъ С изъ (1) и (2) уравненй, получимъ: 
4[(5, —5,) (2—4, )— (2, — 2; )(в—<,)] + 
—В((,—в, (у— у, -—(У—9,)(8—з,)]=0 (3) 
уравнене плоскости, проходящей черезь точки (2,, у, <) и (2, у», 
5.). А чтобы эта плоскость проходила и черезь точку (1, /з, 3) надо, 
чтобы координаты этой течки удовлетворяли (3) уравненю т. ев. 
А[(з.— =, ){2,—2,)— (2—1, ) (3—4. )]-+ 
+ В, — в, (3—9, )— (у, )(—:)]=0. (4) 
23 
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Перенеся въ (3) и (4) уравненяхь члены съ В во вторую часть и 
раздёливъ почленно одно уравнене на другое, найдемь уравнеше 
(<, — <: )(т —42,)—(@#,— 12) ($ —=)_ 
(в —=)(—2,)—(2,—4,) (4—1) 
— вби —и)— (и— и) — 3) 
5—8, (8—9) — (5—9 (8—5, 
принадлежащее искомой плоскости. 
Когда данныя точки лежать на одной прямой, то ($ 237) 
Е Е ЕЛЕ 
и 0 УИ 5—5 


или 
(—в,)(а,—1т,)—(®— 42, )(&— =. )=0 
(5—3, (3—9) — (9—9 (6 —в)=0; 
эти равенства дфлаютъ (4) уравнеше тождественнымь и сл довательно 
Аи В нельзя будеть исключить изъ (3) и (4) уравненй; а это пока- 
зываетъ, что черезъ три точки, лежащи на прямой, можно провести без- 
численное множество плоскостей. 
Уравнен!е плоскости, проходящей черезъ три ханныя точки: (2, У;, 
5,), (2ь, У», 5), (©, У, 55), можно вывести еще такъ. Пусть 


Ах-+ Ву -+ Сз-+ Р=0 


уравненше искомой плоскости; такъ она, по условию, проходить черезь 
данныя точки, то 

Аз, + Ву, -- Са,  0=0, 

Аз, -+ Ву, + Сэ, О=0, 

Ах, + Ву, + Са, -+ Б=0; 


` в С 
откуда легко опредфлить отношентя: 7’ т’ т и, введя ихь въ урав- 


нене Ад--Ву-+ Сз--0=0, получить уравнен!е искомой плоскости. 

$ 243. Вогда три точки даны на осяхъ координать, то уравнене искомой 
плоскости иметь форму очень простую. ДБйствительно, положимъ, что 
координаты точекъ, лежащихь на осяхь 2, у из Суть: (а, 0,0), 
(0, 6, 0) и(0, 0, с), а уравнен!е искомой плоскости Аз--Ву+Св-+0=0; 
такъ какъ эта плоскость должна проходить черезь ланныя точки, то 
получимь тождества: 

Аа-+-0=0. ВЬ-О-=0 и Сс-+0=0; 
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откуда, опредёливъ А, В, С и подетавивъ въ уравнен!е плоскости, най- 
демъ: 
Е Е 
$ 244. Задача 9. Найти уравневе прямой, проходящей черезб 
данную точку, перпендикулярно данной прямой. Положимъ (2, У1, 31) 
данная точка и х=из-#, у=из--1 уравнешя данной прямой. Урав- 
неня искомой прямой, какъ проходящей черезъ точку (2, У,, 3, ), будутъ: 
ф—а,=а(3—3,), У—У,=6(8—5,), (1) 
гв аи ф суть произвольныя количества. Но такъ кахъ эта прямая 
должна быть перпендикулярна къ данной, то ($ 235) 
ат- оп 1=0; (2) 
но это уравнене даетъ дая а нф безчисленное множество значенй, а 
потому и прямыхь черезь данную точку, перлендикулярныхь дан- 
ной прямой, можно провести также безчиеленное множество. Вс пер- 
пендикуляры лежать въ одной плоскости, уравнене которой найдемъ, 
опредфливъ а и 6 изъ (1) уравненй и подетавивь во (2) уравненте; 
получимъ: 
т(%— а пу— 9) 


8—5; 8—5, 


+1=0 


или 
т(—)-+®(у—у,)-+ (&—,)=0. (3) 

Дъйствительно эта плоскость проходить черезъ данную точку, потому 
что координаты точки (2,, У,, <,) удовлетворяютъ вму, а пернендику- 
на къ данной прямой, ‚потому что ($ 239) коэффищенты при х, уи 5 
(3) будуть нропорцюнальны коэффищентами о т, пи 1, взятымь изъ 
уравнен!я данной прямой. 

& 245. Задача. 10 Найти уравнеше ое оией черезв 
точку и прямую. Пусть (2, 9, =.) данная точка и я-=а5-+р, 
у=6з-4 уравнешя данной прямой. Уравнеше искомой плоскости, какъ 
проходящей черезъ данную прямую, можно написать (6 227) тавъ: 

1—а3—р--Му—65—9)=0, (1) 
гДБ ^ есть произвольное количество. Такъ какъ эта плоскость должна 
пройти и черезь точку (21, ,, 51), то 

2 — а —р-+ (у, — 63, —9=0; (2) 
откуда, перенеся въ (1) и (2) уравнеши члены съ ) во вторую 
25" 
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часть и раздфливъь потомъ одно равенство на другое, найдемь урав- 
нен!е: 

х —@3-р у—5-49 

2 —а5-—р \—08—1 
искомой плоскости. Это уравнене пишутъ еще такъ: 

(в—а5—в) (и —6,—)—(@—68—9 (а —ав —В)=0. 
$ 246. Задача 11. Найти уравнене прямой, проходящей через 
данную точну, параллельно данной плоскости. Дана точка (2ь у, =) 
и плоскость 42-- Ву+- Сз-+0=0. Уравнешя прямой, проходящей черезъ 
точку (2, У, 2, ), суть: 
&—т,=а(8—5), У = 8—3); (1) 

такь какъ эта прямая должна быть параллельна данной плоскости, 
то ($ 239) 


Аа+вВь+с=0. (2) 

Это же услове даеть для @ и 6 множество значенй, что и показы- 
ваетъ, что черезъ точку можно провести безчиеленное множество пря- 
мыхь, параллельныхь данной плоскости. Всё онЪ лежать въ одной 
плоскости, паразлельной данной и которой уравнеше найдемъ, опре- 
дваивь аи б изъ (1) уравненй и подставивъ во (2) уравнене; по- 
дучимъ: 

А(т—2.), Ви), со 


=—5, 8—2, 


или 
А(х— т) + В(у—у,)-+С(&— 5, )==0. 

Эта же плоскость параллельна данной, потому что выполнено условие 
ихъ параллельности ($ 240). 

< 247. Задача 12. Найти уравнеше прямой, проходящей че- 
резз данную точку, перпендикулярно данной плоскости. Дана точка 
(=, и, 31) и плоскость А®-+ Ву+ Св5+0=0. Уравнешя прямой, про- 
ходящей черезъ данную точку (2,, У:, 31), суть: 


ф—2,=4(3—3), У—и\=6(&—в,); (41) 

а такь какъ эта прямая должна быть перпендикулярна къ данной плос- 
А_В_ С А В 

кости, то ($ 239).=У=т $} откуда а= р, = а" слфдователь- 


по, подставивъ въ (1) уравнешя вмвето а и 6 ихъ величины, найдемъ 
уравненя: 


А в: 
— = ® ) Уи = (@-—&) 


искомой прямой. 
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$ 248. Задача 13. Найти уравнеше плоскости, прогодя- 
цей черезг данную точку, параллельно данной плоскости. Пусть 
(т, у, 3:) данная точка и Ах + Ву-- Сз-- р=0 данная плоскость. 
Тогда уравнене искомой плоскости, какъ проходящей черезъ точку 
{2, У, 3:), будеть 
А'(т—=,)-+В'(у—у)-+С'(8—в)=0 
и такъ какъ она должна быть нараллельна данной плоскости, то ($ 240) 
А’ В’ С 
Из В 
Означивь одно изъ этихь отношенй буквою №, найдемь: А’= АК, 
В'=ВЁ и С’=ОСЬ, а слбдовательно уравнене искомой плоскости бу- 
детъ 
АК(х— =, )- ВКу— у, )- СЕ(8—=,)=0 
или 
А(2—а,)+ В(у—у,)-+С(з—=,)==0. 
$ 249. Задача 14. Найти уравнеше плоскости, проходящей 
черезг точку, перпендикулярно данной плоскости. Пусть (2, У, 3.) 
данная точка и 4Ах- Ву-+ Сз-+ 0—0 уравнене данной плоскости. 
Уравнене искомой плоскости будетъ 
А’(т—2,)- В'(у— у) С' (5 ==) =0, 
гдЬ А’, В'и С’ связаны условемъ ($ 240): 
АА’ - ВВ’ + СС’ —=0, 
допускающимъ безчисленное множество значенй для А’, В'’и С’; с45- 
довательно и плоскостей можно провести также безчисленное множество, 
$ 250. Задача 15. Найти точку пересючешт двуто прямых. 
Положимь, что имфемъ двЪ прямыя; 
#=а’з+р 


х—а5-+р | 
Ел 


у=6=+4 { 

Если этн прямыя пересфкаются, то координаты точки пересфченя долж- 
ны удовлетворять четыремъ даннымъ уравненямъ, а потому, для опре- 
дЬленя точки пересфченя, надо будеть ршить совокупно данныя урав- 
неня. Въ этой же систем уравнешй число уравнейй болье однимъ 
числа неизвЪстныхъ, а потому изъ нихъ можемъ вывести условное 
уравнене слёдующимъ образомъ: изъ первыхъ уравнен!й данныхь пря- 
мыхъ найдемъ: 


(2) 


НЫ ПАРИ 
8— р. и 9— ВИ 


а—а а—а' 


’ 
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а изъ двухь другихъ 
_ 69—98’ 


_9'—9 —69'—9'. 
—ь 


—6-Ь 
Откуда видимъ, что для совмвстности уравнешй необходимо, чтобьь 
величины 3 были бы равны т. е. 


г И 


рр _9-—4 
а—а 6—5’ 
Или 
(р'—Р) 6—6) —(а'—9д(а—а)-==9. (3) 


Когда это услове выполнено, то прямыя имфють общую точку, опред- 
ленную координатами: 
Г ы и Ц й ’ 
ар —ра 59'—96 — — 
2 ев 


Я В В а—а вы. 

Если а=а’и 6=6', то 2, уиз равны безконечноети; это показываетъ 
что прямыя параллельны. Услове (3) также будеть удовлетворено при 
а—а’ и 6=6', которое показываеть, что данныя прямыя лежать въ. 
одной плоскости. 

$ 251. Задача 16. Найти точку переспчешя прямой сё 
плоскостью. Пусть х==аз-+р, у=1з-4 будуть уравн. данной прямой 
и Ах-+ Ву-+ Сз-- 0-=0 уравн. данной плоскости. Координаты точки пе- 
ресфчешя прямой съ плоскостью должны удовлетворять даннымъ урав- 
ненямъ, а потому, рёшивъ ихъ относительно 2, у и =, получим: 


(Аа- Во С)р—(Ар- Вч--Б)а 


Ав+ВЬ+С 2 

(Аа- Вь + С)4—(Ар-+ В+ В)ь 

У ИАА о“ 
_ _ Ар+89-+В. 
—  4Аа+вВь+С 


Если Аа- ВЬ-+-С=0, а Ар-+ Ва--О не равно нулю, то х, уи < 
равны безконечности, а елёд. не будеть точки пересфчешя прямой съ 
плоскостью т. е. он параллельны. 

Если же при Аа-- Вё-+ С=0и Ар-- Вч-- Л=0, то величины с, у и 3 
будуть неопредленны, а потому пряман и плоскоеть имфеть безчислен- 
пое множество общихъ точекъ; но для этого необходимо, чтобы прямая 
лежала въ плоскости. 
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& 252. Задача 17. Найти переспчеше плоскостей. Пусть 
Аз-- Ву-+ Сз-+ 0-0 и А’ж-- Ву+С'5-+-0'=0 будуть данныя пхое- 
кости. Эти уравненя, взятыя выфетЪ, представляють непосредственно 
пересфчене этихъ плоскостей, которое будеть прямая; изъ данныхь урав - 
нешй легко вывести уравнешя плоскостей, провктирующихь прямую, 
полученную въ пересчеши плоскостей, на плоскостяхь координатъ. 
Для этого должно исключить изъ данныхъ уравненй по очереди х, у и 35; 
такъ, исключивъ между ними 2, получимъ уравнене 

(АВ’—ВА’)у- (АС'—СА’)з=АЬ'—РА" 
плоскости, проектирующей прямую на плоскость уз; исключивъ между 
данными уравнешями у, найдемъ уравнен!е 

(АВ'—ВА’)х + (СВ'—ВС’)з=ВО'— БВ’ 
плоскости, проектирующей пересфчене данвыхь плоскостей на п-0е- 
кость 23 и наконець, исключивъ изъ тЪхъ же уравненй з, получимъ 
уравнене 


(АС’—САз-(ВС'—СВу=СЬ’—РС’ 
плоскости, проектирующей пересвчене плоскостей на илоекоеть 27. 
Когда 
АВ'—ВА’'—=0, АС'—СА’=О и ВС’—СВ’=0, 
то проекщй на плоскостяхь ту, 23 и уз не будетъ, а слфдовательно 
не будеть и переефчешя плоскостей т. е. онЪ параллельны. Изъ предъ- 
идущихь равенствъ найдемъ: 
Е 0 
т 
Это и есть уелове параллельности плоскостей. 
& 253. Задача 18. Найти уравнее плоскости, проходящей 
черезо двь данныя прямыя. Пусть данныя прамыя будуть: 
=аз-+р т=а' вр’ | 
У=фз-Н9 2 й ИН |. и 
Уравнеше искомой плоскости, какъ проходящей черезъ (1) прямую, 
будеть 
д—ав—р-+ Му—6з—9)=0 (3) 
и такъ какъ эта плоскоеть должна проходить и черезь вторую прямую, 
то координаты волкой точки второй прямой должны удовлетворять этому 


уравненю т. в. 
а’з--р' —аз—р- ("5 +9'--65—9)=0 
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или 
в(а’—а)-+ (р’—р)-+М=(' —6)-+ (9—9); 
откуда 
ии (а’ —а)в-ф'’—Р). 4) 


(65'—6)5-+ (4'—9) 
Такъ какъ А не зависить отъ 3, то поэтому она должна сохранять свою 
величину при всякомъ значени #, ЧТо можеть быть только, когда 


а—а р-р - р 
и 9—9 а (}-РЧ- 
или (а /. > ага) 
(а’—а)(а'—@=('—в)&'—6); (5) 


а это, какъ извЪетно, есть услов!е, опредвляющее, что данныя прямыя 
лежать въ одной плоскости. Опредфливъ изъ (5) равенства - 9'—Ч и 
подставивь въ (4), найдемъ: 

ар—а. 

и’ 

замёнивъ же въ (3) равенствв ) его величиною, найдемъ, по упрощени, 

(1—аз —р)(6'—6) —(у—5=—9)(а'—а)=0. (6) 

Когда же данныя прямыя параллельны, то а’=а и &'=6; въ такомъ 
р = 
|9 


^=— 


случав (4) =— и потому, замбнивь въ (3) равенетвВ Х его 


величиною, получимъ: 
(@—45—Р) (9 —О—(9—88—9('—р=0. 
$ 254. Задача 19. Опредьлить разстояме отв точки д0 
прямой. Пусть (2, У,, 5) данная точка и 
д—=аз-р, (1) 9=6=-4 (2) 
уравнен!я данной прямой.. Означимь разстоне отъ данной точки до дан- 
ной прямой буквою 8; очевидно, что д равна разотояню данной точки 
до точки пересфченя данной прямой съ плоскостью, проходящею черезъ 
данную точку, периендикуяярно данной прямой, и кот. уравн. ($ 244) 
а(т—=)-у—у,)-+ (8—=)=0. (3) 
Изъ (1), (2) и (3) уравненй, найдемъ, что 
_ а —р-Ыи Фа 
а? 5-1 
и если величину < означимь буквою , то координаты точки пересфче- 
ня будуть: 


8=я, &—=ат+р иу= 6" 9; 
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поэтому (219) 
8°—(2, —ап-—р)?- (у, —бт—9)*-+ (&—п)* 
Или 
= —Р)-+ —9)*+ = 3—2 [а(з, —р)-+Е (у, —9)+3 п (а 5+1)? 
но изъ величины для п или 5, видимъ, что 
а(х, —р)-+В(у,—9-+= =(а* 69-1) 
и потому 
8 (2, — р) (и —9) <, *— 2(а* + 65° 1)? + (а +1); 
откуда 


$=УИ (р О (ат 
или, замънивъ й его величиною, получимъ: 


[4(2, Ри, Е в. 
а? 5+1 


ИУ рн" 


$ 255. Задача 820. Опредьлить разстопае отб точки 9д0 
плоскости. Пусть (2, У;, 3) данная точка и Ат-- Ву-+- Сз+р=0 
данная плоскость. Такъ какъ разстояве отъ точки до плоскости изм - 
ряетея длиною перпендикуляра, опущеннаго изъ данной точки на данную 
плоскость, то, означивъ буквами х, У и < координаты точки пересченя 
данной плоскости съ прямою, проходящею черезъ данную точку, перпен- 
дикулярно данной АВ, = о 8 искомое разстояше, найдемъ: 


85=УИ@—, уч 


уу, + (5—5 
или, положивъ 
ф—т =, УИ и 8—8 =, (0) 
получимъ: 
в=Имеия. (2) 
Для опредвлешя т, уиз, возьмемь уравнен!я прямой, проходящей чрезъ 
точку (2, У,, 3,), перпендикулярной къ данной плоскости; 


Аф-+- Ву + Сз-+ 0=0; ``) 
онЪ суть ($ 247): 
А В 
2 = (8—8) Уи (5—3). (4) 
или 
А В 
ии = и. (5) 


362 АНАЛИТ. ГЕОМ. ВЪ ПРОСТРАН. Отд. ХШ. 


Изъ уравненй же (1) выходитъ, что х=е-х,, у=е-у и з=ю-+а, 
а сльдовательно, замЪнивъ въ (3) уравнены 2, у и = ихъ величинами, 
получимъ: 

Аи Во-+ Сш-+ Ах, + Ву, + Сз, +0=0 
или, положивь Аз, + Ву, + Са, --0=1', 


Аи-+Во- Се-+0'=0. (6) 
Изъ (5) и (6) уравненй, найдемъ: 
с’ ВО’ АО’ 
= — „»„ в= > о ь 
А? В С* А В+ С? А? + В? С? 
а подетавивъ величины и, фи ш вь (2) равенство, получимъ: 
у М" _ у 
(А?-- В?- (*)* У 42+ В*-+ 0? 


но 0’'=Ах, + Ву, + Сз,-+-Ю и потому 

Ат, + Ву, + С3, +0 

ув, 

гдв при корнф надо взять такой знакъ, чтобы 8 было бы числомъ поло- 
жительнымъ. 


& 256. Задача 21. Найти уравнеше плоскости, протодящей че- 
резв данную прпмую, параллельно данной прямой и опредълить крат- 
чайшее разстонне между двумя прямыми. Пусть х-=ав-р, 

(Фиг. 154). 


у=6з-+4 уравненя прямой АВ и <=а'5-+р’, 
у—=6'’з-—4’ уравненя прямой СР. Намъ из- 
вфетно изъ геометри, что кратчайшее разстоя- 
не между двумя прямыми есть длина пер- 
пендикуляра ММ общаго имъ 0боимъ; также 
очевидно, что разотояне отъ какой либо прямой 
СО до плоскости Р, проходящей чрезъ АВ 
и параллельной ОД, равно ММ. Чтобъ найти 
уравнене плоскости Р, возьмемъ уравнене плоскости, проходящей че- 
резъ прямую АВ ($ 227) 
х—аз-р-+у—68—9)=0 (1) 


и такъ какъ эта плоскость должна быть параллельна прямой СР, то 
(6 239) 
а’ +5' —(а-+ 6) =0; 
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, 
и и потому уравнене плоскоети Р (1) будеть 
ааа -0=0. 9” 8) 

Разотояне же оть этой плоскости до какой нибудь точки прямой СО, 
напр. точки (р’, 4’, 0) пересвчешя прямой СО съ нлоскостью 20у 
координать будетъ равно ($ 255) 

(а—а')(94—9')—(@6—6')(р—р'’) 
=У@—а/-- 6—5) + —а5)?` 


ола ан- 46) 


а— 
откуда ^=— 


ЗАДАЧИ: 


Пусть ОА=а, ОВ=Ь и ОС=с три вмфжные ребра’ прямоугольнаго 
параллепипеда при вершин 0; О есть начало прямоугольной системы, 
а направлешя ОЛ, ОВ и ОС суть оси координатъ; О вершина противъ 


‚ А, Е противъ В, Е противъ С и С противъ 0. 


Улержавъ эти обозначешя въ примврахъ оть 1 до 11: 

1. Найти уравнене плоскости, проход. черезъь точки 2, Е и К. 

2. Найти уравнене плоскости, проход. черезъ точки @, Аи В. 

3. Найти уравнене плоскости, проход. черезь точки @, Ои А, а 
также чрезъ точки @, О и В. 

4. Найти уравнешя прямой ОС. 

5. Найти уравнешя прямыхъ: ЕВ и АР. 

6. Найти разстояне оть начала координать до плоскости РЕЕ. 

7. Найти разстояше отъ точки С до плоскости АВС. 

8. Найти уголь между илоскоетями СОА и СОВ. 

9. Найти уголь между прямою Об и перпендикуляромъ къ плоеко- 
сти ДЕЕ, 

10. Найти уголь между прямыми ЕВ и АД. 

11. Найти уравнене прямой, проходящей черезъ точку О и точку пе- 
ресфчешя дагоналей грани АЕСЕ. 
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У з х _ Е 
вуз УТ У" 

13. Найти уравнене плоскости, проходящей черезъ точку (а, В, и 
прямую: А2-+ Ву-+ Сз-+0=0 и А’2- В'у-+С'з+'=0. 

14. Написать уравнен!е плоскости, проходящей черезъ начало коор- 
динать и пересфчеше плоскостей: Аз-- Ву+С3+0=0 и А4’=-+В'у+ 
+ С'з-- О’=0, а также опредфашть уелов!е, когда искомая плоскость 
веть равнодваящая угла между данными плоскостями. 

15. Найти уравнене плоскости, проходящей черезъ начало координать, 

2—а_у—6_5-—с д—а' у— 5—с' 


параллельно прямой: = Е $ 
р р | т п ? { т п 


12. Найти уголь между прямыми: 0. 


16. Даны дв прямые, проходящя черезь начало координать и со- 
ставляющя съ осями координать углы, которыхъ косинусы суть: (1, #, 
п и, ть, пь. Показать, что уравнеше одной изъ плоскостей, раздЪ- 
ляющей пополамъ уголъ между прямыми и перпендикулярной къ пл0с- 
кости, проходящей черезъ эти прямыя, есть: 

(1 —15)= + (т, —ту-(@ —п,)5=0, 
‚а другой 
(И - 2-Е (в т, )у-+ (в, + п,)в=0. 

17. Показать, что уравнен!е плоскости, проходящей черезъ точку 

(а, В, 1) и отовкающей части а и на осяхь Ох и Оу, воть 


о ОВЕН ЗА 2 
В абы о жа | 
18. Опредфлить разстояне отъ точки (1,—1, 2) до прямой: 2= — 25, 


19. Найти уравнеше плоскости, проходящей чрезъ перес5кающуяся 
прямыя: 


д—а У—6 з—с га 1—6 з-с 


й т’ п’ 


1 т п 


20. Прямая, составляеть съ одною изъ осей координать прямоуголь- 
ной системы уголь въ 60° а съ другою въ 45°. Опредфлить уголь, 
составляемый этою прямою съ третью осью. 

21. Опредёлить геометрическое значене уравнешя: 2°= уд“. 

22. Опредфлить геометрическое значеше уравненя: 

2? у? з°— (26059-- усо5В + 5605\)*, 
когда 603? + в05?В - 605 =1. 
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23. Показать, что прямыя: 
ху и ву в 
и 00 08 07 нов 
будуть въ одной плоскости, когда 
1 т п 
— (6— с) —— (6°— а) = (в) =0. 
Я ) 3 ) т ( ) 


24. Найти услове, при которомъ уравненя: 
д==су-+ фз, у=ах-- св и з==6х- ау 
предетавляють одну прямую и показать, что уравнен!е этой прямой 
т у з 


ук уг ув’ 

25. Черезь начало координать и прямую пересёчемя плоскостей: 
2605@ - у6038--2005/—р=0 и 26039, + ус05В, -- 5505], —:=0 прове- 
дена плоскость 0; найти уравнеше плоскости, проходящей черезъ пе- 
ресфчеше плоскости О съ плоскостью 2у и периендикуляръ, опущен- 
ный изъ начала координать на плоскость 0. 

26. Найти уравнене плоскости, проходящей черезь данную точку, 
перпендикулярно къ пересфчению двухъ плоскостей. 

27. Уравнене прямой: а, 2-6, ус, = 2+6, у-с,3 =а,е-Нбуу-с 5 
можно представить въ вид ФУ. 

АОИ ВОИ 

28. Изъ точки Р опущены перпендикуляры РУ и Р№ на плоскости 
вх и зу прямоугольной системы, начало которой есть 0; а, В, ид 
суть углы, составленные прямою ОР съ плоскостями координать и 
плоскостью ОММ. Показать, что 

с0зес?0 — созее?а = созес?В - созео*у 
29. Показать, что уравнеше 
23-1 1 +1 
2-1 УЕ э+1 
принадлежить четыремь прямымъ и чго уголь между двумя изъ нихъ 
равенъ а7с60$!. 

30. Даны уравнешя двухъ плоскостей: 

16-- туиз=р и Готу+тз=р’, 
тв Рети и [т п’ ?=1. Найти разотояше отъ начала 
координать до плоскости, проходящей черезъ пересфчене ихоскостей и 
раздфляющей пополамъ уголь между ними. 


ОТДВЛЪ ЧЕТЫРНАДЦАТЫЙ, 


Выводь уравненя поверхности шара, цилиндрической, конической, конообразной, вантовой 
длины, винтовой поверхности и поверхностей тьль вращешя. Задачи. 


$ 257. Уравнен1е поверхности шара. Поверхность шара есть 
зеометрическое мъсто точекб равноотстоящихв 0тб данной точки, 
наз. уентромё. Пусть (а, 6, с) координаты центра и ” радуеъ шара; 
взявь какую нибудь точку (2, 9, =) на поверхности шара, найдемъ 
($ 219): 

(#—а) + (+ (вст. 

Если центрь шара въ начал координать, то а=0, 6=0, с=0 и 

уравнен!е поверхности шара будеть 
у". 

\ 258. Уравнене цилиндрической поверхности, Дилинори- 
ческою поверхностью наз. такая, которая получается отб двиэке- 
ная прямой, параллельной данной и скользящей по нькоторой данной 
лини. Движущаяся прямая наз. производящею или образующею, а та 
линя, по которой скользить образующая, наз. управляющею. 

Предположимъ, что прямая: 

=аз-+р, у=+49, (1) 
параллельная данному направлению, скользить по лини ($ 227) 
/(, у, в)==0, Е(т, у, 8)=0. (2) 

Въ уравнени прямой а и 6 постоянныя, ари 4 перемённыя. Чтобы 
производящая съ управляющею имфла общия точки, необходимо, чтобы г, 
у и > были бы одинаковыми въ ихь уравнешяхъ; исключивъ х, у, 
изъ четырехь (1) и (2) уравнешй, получимъ условное уравнеше: 

ф(®, 9=0; 
но изъ (1) уравненй: р==— аз, 4==у— 05, а потому найдемъ уравнене 
9(1— аз, У—65)=0. 


АНАЛИТ. ГЕОМ. ВЪ ПРОСТРАН. 367 


Отд. МУ. 


Примтре 1. Написать уравнене поверхности цилиндра съ круговымъ 
основашемъ, лежащимь въ плоскости 2у, когда центръ круга совнадаеть 
<ъ началомъ координатъ. 

Уравнене производящей: 

д=ав+р, у=65-+94, 
а управляющей 
8=0, а уз". 
Условное уравнене (р, 9)=0 обратится въ] 
рф, 
но р=х—43, Ч=У—63 и сафдовательно 
(2—3) (у— 6) ==? 
веть уравнене искомой поверхности. 

Если цилиндръ прямой, то а=0, 6=0 и уравнен!е его поверхности 

будетъ 
аут. 

Примтре 2. Напиеать уравнен!е цилиндрической поверхности, произво- 

дящая которой 1 

д=аз-+р, у=63+4 
скользить по параболв, расположенной въ плоскости 2у и кот. уравне- 
не у’=2рх. 

Уравнене управляющей: <—=0, у°—=2рх, а потому условное уравнене 
Ф(р, 9)=0 обращается 

р" = 34, 
тдЪ замвнивь р и 4 ихь величинами: р=Фхр— аз, 4=9--05, найдемъ 
уравнеше 
(2—аз)*=2р(у— 65) 
искомой цилиндрической поверхности. 

$ 259. Уравнен1е конической поверхности. Коническою по- 
вертностьо наз. та, которая получается отб движеня прямой, 
проходящей чрезб данную точку и скользящей по данной лини, наз. 
управляющею. Пусть (25, У‹, 35) будетъ данная точка, а 

Ко, у, 3)=0, Ку, т, в)=0 (1) 
уравненя управляющей. Тогда уравнеше производящей, какъ проходящей 
чрезь данйую точку (2, У, 3,), веть 

&—*=а(5—5,), У—У=6(5—5,), (2) 
гдф аи б суть произвольныя числа. Чтобы производящая и управая- 
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ющая имфли общ точки, необходимо, чтобы 5, у, < въ ихъ уравненяхъ 
были бы одинаковыми, а потому, исключивъ изъ (1) и (2) уравненй 
2, у, в, найдемъ условное уравнене 
ф(а, 6)=0; 
но изъ уравненй производящей (2): 
@—5 у 
==, бы 0 


а= 
5—5 2—5 
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и потому уравнене искомой поверхности будетъ 
(2 и) о. 
‘8—5 3—5 
Когда вершина конуса въ начал координатъ, то 2,==0, у›=0, ®=0 
и потому предъидущее уравнене приметъ видъ: 


Це в 
откула видимъ, что уравненше конической поверхности есть однородное. 
Примбръ 1. Пусть данная точка будеть начало координатъ, а управ- 
тяющая всть окружность, которой уравнене 
5=Ь а + у?=г*. 
Уравненя производящей будуть: х=45 и у=6, а усломе ф=0 
будетъ 
(а? +6) ="; 


у 


: т н 
опредёливъ < и 6 изъ уравнени производящей, найдемъ: Я и => 


и сяфдовательно (подставивъ ихъ величины въ условное уравнен!е) 
у 2? 4 3 г? 
29 р, дан я -у=- 5. 
53° № 1 
Примвръ 2. Точно также уравнене поверхности эллиптическаго ко- 
нуса, для котораго управляющая 


2 у 
в=0, я т 
и постоянная точка: (0, 0, с), будетъ 
2? у? ы 
РЕ + =@—6) 


$ 260. Уравненйе конообразной поверхноети (с0пое). 
Конобразною поверхностью наз. такая, которая получается 0тё 
движенёя прямой, остающейся параллельною данной плоскости, наз. 
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управляющею, скользя по прямой, наз. осью коноида, и какой либо 
еще кривой. Для удобства можно принять управляющую плоскость за 
плоскость координать 2у, а точку О перес®ченя (Фиг. 155). 

оси коноида съ плоскостью ту за начало ко- 
ординатъ; пусть Е@ будеть другая какая либо 
кривая. Проводя плоскости, параллельныя плос- 
кости ху и соединяя соотв®тетвующия точки пе- 
ресфченя прямыми ММ, М'’№,..., получим раз- 
личныя положеня образующей. 

Уравнеше ОК оси коноида будеть 


1—5, у=6х, (0) 
а уравнеше Р@ другой управляющей 
К, у, 3)=0, Ех, у, з)=0; (2) 
уравнене же производящей, какъ параллельной плоскости 2у, 
5=а, у=Ве-у, (3) 


м8 а, Ви] суть произвольныя количества. Такъ какъ производящая 
должна имЪть общия точки съ ОКт. е. осью коноида, то т, уиз въ нихъ 
т. е. въ (1) и (3) уравненяхъ должны быть одинаковыми, а потому, исклю- 
чивъ изъ этихь уравненй 2; у и <, получимъ условное уравнене: 
5а—аав +1. (4) 
Исключивъ же т, у, < изъ уравненй управляющей и образующей, а 
также и х помощю найденнаго (4) равенства, получимъ условное ра- 
венство: 
ф(а; 8)=0. (5) 
Исключивъ же з между уравненями (1) производящей и условнымъ 


(4) равенетвомъ, найдемъ: 
з=а, у= Вт -+6а—а98; 
откуда 
а=зи ыы 
#—а5 


подставивъ величины я и В въ (5) равенство, найдемъ уравнене 


3 (3. 0 


искомой поверхности. 


24 
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Если управляющая ОК совнадаеть съ осью з, то а=0, 6=0 и урав» 
нен!е конообразной поверхности будетъ 


«(= 4 =0. 


Примфръ. Моложимь, что управаяющя суть ось 2-въ и эллийст: 
(Фиг. 156). ь 


2 5? 


Уравнене образующей бу- 
деть 
8=94, у=Вх 
а потому, искаючивъ х, у, 5 
изъ этихъ уравненй, получимъ 
условное равенство: 
р 3 
аж, 


но изъ уравненя образующей 


а=зи =, а потому, зам$нивъ въ послфднемъ условномъ равенствВ 


а иВ ихъ величинами, найдемъ уравнен!е:` 
Ру? 3? 
с 


| 


искомой поверхности, названной Вахлисомъ сопо-сипейз. 

Если эту поверхность разсфчемъ плоскостью, параллельною плоскости 
93, то получимъ въ сбчени эллипеъ. ДВйствительно, уравнен!е плоскости, 
параллельной плоскости уз. есть 2=, подставивъ же величину 2 въ 
уравнен!е найденной поверхности, получинъ: 


ру? 3? 
Ной 


[3 с1 
т. е. эллипеъ, котораго оси суть Пр. и с; пи и эти эллипсы 


обращаются въ круги. Плоскости, параллельныя плоскости 25, дають въ 
обченм кривыя 4-го порядка, а пиоскости, параллельныя пиоскости ко- 
ординать ху, лають двЪ прямыя, пересвкающияся на оси с. 

$ 261. Уравнение винтовой лини (Везе) и винтовой поверх- 
ности. Возьмемъ прямой цилиндръ съ круговымъ основантемъ и пусть 
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РО будетъ сВчене цилиндра, пернендикулярное къ оси, а ОК`ось циаиндра. 
Представимъ 0еб%, что ралусъ ОО вращается около оси цилиндра и въ Тоже 
время поднимается вверхъ, оставаясь 
перпендикулярнымь оси, и при томъ 
проходить твмъ и другимъ способомъ 
пространства пропорцюнальныя; тог- 
да конець лвижущатося рад!уса опи- 
шеть на поверхности цилиндра аи- 
ню, наз. винтовою (Везе). Чтобы вы- 
вести уравнене этой лини примемъ 
плоскость РОза плоскость координатъ 
2у, а первоначальное направденте ра- 
длуса за ось 2-въ; прямую въ п10е- 
кости РО, проходящую чрезъ центръ 
круга, перпендикулярно къ оси 5 въ 
за оеь у-въ, а ось цилиндра за ось 
въ. Возьмемъ какую нибудь точку 
М(е, у, 3) на винтовой лини и по- 
ложинъ, что радусъ занимаеть по- 
ложене М@; тогда, означивъ радусъ сфчешя буквою г, а уголь №00 
буквою ф, найдемъ, согласно опредфлению, 
Об—а.М№0 или з=а.гф, (1) 

тдф а есть постоянное число. Изъ точки М№ опустимъ перпендикуляръ 
МГ. на 06ь 2; изъ треугольника МОЁ получимъ: 


М =0№ию ти =78Шф ). 


(Фиг. 157). 


01—О№ 05$ Ф==7605ф |’. (2) 
но изъ (1) уравнемя ф= >>, а потому (2) 
Ф=тбо®—, узи 
= т УЕ . (3) 


Эти уравненя суть проекц?и искомой лини на плоскостяхь эр и ву и, 
совокупно ($ 227) будуть уравненямн искомой линм, Проекщю же вин- 
товой лини на плоскости 2у найдемъ, возведя каждое изъ (3) равенотвъ 
въ квадрать и сложивъ почленно; получимъ: 

2 у =. 
Теперь выведень уравнене поверхности, описываемой радусомь 00 
24* 
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‘при’ его‘движени. Въ’этомъ. случай уравнеше производящей будеть 
($ 232) 
з=В, у=ах: 


а управляющих (06и з и винтовой лини) — 


5 29. 
2=0, у=0 и Ф=то05-——, УИС 


Условное уравнен!е ($ 260) ф=0 будетъ аи". гдЪ замънивъ @ 


8 ихъ величинами, получимъ уравнен!е 
ыы 
в — Фа" 
искомой винтовой поверхности. 
$ 262. Уравнене поверхностей тфлъ вращенйя. Иоверг- 


ность вращешя наз. такая, которая получается отъ обращеня какой 1ибо 


лини Е, наз. производящею или управляющею, около постоянной оси 
(Фиг. 158). АВутотда всякая точка М лини ЕС’ опишеть 


окружность круга, плоскость кот. периен- 
дикулярна къ оси вращен, а центръ де- 
жить на самой оси. Круги, описываемые 
различными точками образующей линш, наз. 
параллелями поверхности, а лини, полу- 
ченныя отъ переефченя поверхности вра- 
щешя съ плоскостью, проходащею чрезъ 
ось, наз. меридванами поверхности. Обра- 
зующая Е@ будеть мериманомь только 
тогда, когда она и ось вращешя лежать 
въ одной плоскости; впрочемъ надо замЪ- 
тать, что большею частью мерид?анная кривая принимается за образующую. 


Если кривая ЕС не есть мериданъ, то, при движеня ея, она очевидно 
перемвняется при каждомъ положени, а потому поверхность вращеня 
мы будемь производить оизб двиоженя круз, плоскость которазо пер- 
пендикулярна ко оси вращенёя и центре лежюитв на оси же, а ра- 
08усё измюняется такимз образомв, что окружность круз встрт- 
чаетв производящую; въ этомь случа кругь будеть общею произво- 
дящею для вофхь поверхностей вращеня, а линия Е@ будеть управяяю- 
щею и будеть отличать каждый изъ круговъ. 
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Пусть уравнешя управляющей 
: (т, у, 3)=0, Еф, у, в) =0; (1) 
уравнене же образующей окружности выразимъ, какъ перес®чене по- 
верхности шара, кототораго центръ въ какой либо точк® (а, 6, с) обра- 
зующей КГ, съ плоскостью, периендикулярною къ оси т. е. уравнешями 
(9—а)*- (у—5)*+(з—с)*=а”, Аз- Ву-+ О05=В, (2) 
гдь а есть рашусъ шара, а В разстояше отъ начала координать до 
плоскости сЪчешя и суть количества произвольныя, а А, Ви С-—ко- 
синусы угловъ ($ 230), составляемыхь освю вращешя съ тремя пер- 
пендикулярными осями координать, суть постоянныя. 

Такъ какъ образующая окружность и управляющая линя должны 
имфть общя точки, те`х, у, в въ (1) и (2) уравненяхъ ‘должны быть 
одинаковы, а потому, исключивъ между ними х, у их, получимь услов- 
ное уравнен!е: 

ф(а, В)==0 (3) 
или, замёнивъ @ и В ихь величинами изъ (1) и (2) уравненй, най- 
демъ уравнение 

ФИ @—а)*+(—6)=(@&—с}, Аг Ву+ сз] =0 (4) 
искомой поверхности. 

Когда ось вращешя совпадасть съ осью т, то косинувы угловъ, со- 
ставляемыхъ его съ осями у и <, равны 90°, а сл®довательно А=—1, 
В=0 и С=0; кромф того можно пометить центрь въ начал коор- 
динать и тогда а=0, 6=0 и с==0. Въ этомъ случа уравнене иско- 
мой поверхности (4) вращешя будеть 


Ф(И =? уз, 2)=0. (5) 
Примёръ 1. Составить уравнен!е поверхности отъ обращенйя эллинеа 
около одной изъ его осей. 


Примемъ плоскость, въ кот. эл. (Фиг. 159). 
линсъ, за плоскость координать ху, 
при чемъ направлене одной оби эл- 
липеа примемь за ось абециесъ, а 
направлен!е другой осм за ось орди- 
нать; прямую же, проходящую че- 
резъь центрь эллипса, перпендику- 
лярно къ плоскости 2у, примемъ 
за ось =. Пуеть чи 6 будуть полуоси 
эллинса и а>6; тогда ето урав- 
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Ё 2? у 
нен!е будетъ а. в сафдовательно уравнешя управляющей будутъ 


2? у 
8—0, Ро 1. 
Если будемъь вращать эллипоъ около большой оси (06и х-въ), то 
уравнения производящей окружности 
&=В, ду = 00. 


Усмове ф=0 будет 


В? 
ши 
в Г) 
гдЪ замфнивъь @ и В ихь величинами ‘найдемь уравнеше 
2 у" 
И 
а [1 


искомой поверхности, наз. эллиисоидоме вращенвя. 
(Фиг. 160). 


Если же эллипеъ будетъь вращать 
около малой оси, то уравнене эл- 
липсоида вращеня будет® 

У 2 р 
2+ З 
а Ь 

Примврь 2. Написать уравнеше 
поверхности вращешя гиперболы око- 
ло одной изъ ея осей. 


Примемъ плоскость, въ кот. понфщена гипербола, за плоскость ху ко- 

(Фиг. 161). ординать и при этомь направлене 
дЪйствительной оси примемъ за ось 
т-въ, а направжен!е мнимой оси за 
ось у-въ; прямую же перпендику- 
лярную къ плоскости ху, проходя- 
щую черезъ центрь гиперболы, при- 
мемъ за ось з-въ, Пусть а будеть 
двйотвительная полуось, аб инимая 
полуось гиперболы; тогда ея урав- 
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п Ё 22 2 
центе будеть ии =1 и слфдовательно уравнен1я управя ающ.(Й суть 
2? у? 
8=0, э—ы-! . 


Если будемъ вращать гиперболу около действительно й оси (оси х-вЪ)» 
то уравнеше производящей окружности будетъ 
дв, 2+ у < =а* 
и условное уравнене ф=0 будеть 


8 а*— В? } 
ее 

или, замфнивъ @ и В ихъ величинами, получииъ уравнен!е 
2? += 
и 


поверхности тЪла, наз. двуполымз штерболоидомз вращенвя. 
Если же будемъ вращать гиперболу около мнимой оеи (оси у-въ), то 
уравнене производящей будеть уже 
у у а’, 
а уравнене управляющей 
2 
2—0, вы 


(Фиг. 162). 


Условное уравнене ф=0 будеть 
а —в* 8? 


а? 


гдВ замбнивъ д и В ихъ величинами, получимъ 
уравнен!е 


2-5? и 
а? 5 
поверхности, наз. однополымз итерболоидом вращеня. 
Примфръ 3. Вывести уравнен!е поверх- (Фиг. 163). 


ности отъ обращеня параболы около ея 
оси. 

Примемъ плоскость, въ кот. начерчена 
парабола, за плоскость 2у координатъ; при- 
чемъ ось параболы возьмемъ за ось 2-въ, 
а прямую, проходящую черезъ середину 
разотояня отъ фокуса до директриссы, па- 
раллельно директриесв, возьмемъ за ось 
ординатъ; прямую же, перпендикулярную 
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къ плоскости ху въ точкВ пересфченя осей х иу, возьмемъ за ось 
ординатъ. `Означивъ 2р параметрь параболы, увилимъ, что уравненя 
управляющей суть: 

8=0, у?—=2рх 
Если будемъ вращать параболу окодо ея оби т. е. оби =, то уравнеше 
производящей окружности круга, плоскость котораго перпендикулярна къ 
оси ж, будеть 

х= В, эту =”, 

а условное уравнеше ф=0 приметъ вилъ: 

и -В=228, 
тдв замфнивъ @ и В ихъ величинами, получимъ уравнене 

У 5°—2рх 

поверхности, наз. параболоидомг вращенёя. 


Примвръ 4. Вывести уравнене поверхности оть обращеня окруж- 
ности круга около оси, лежащей вн центра и въ плоскости круга. Эта 
поверхность иметь видъ кольца, дающаго въ поперечныхь сфченяхъ 
круги. 

Примемь плоскость, въ которой начерченъ кругъ, за плоскость хо 
координать; при этомъ прямую, проходящую черезъ центръ круга, пер- 


(Фиг. 164). 


у 


пендикулярно оси вращеня, возьмемь за ось х-въ, а ось вращеншя за 
0сь з-въ; прямую же перпендикулярную къ плоскости хз и проходящую 
черезъ точку пересфчен!я координать 2 и з примемъ за ось у-въ. Урав- 
нене управляющей будеть 

и 9У=0, (У-+р=ь 
тдв { разотоян!е центра круга до оси вращешя и г радусъ круга. 


х- 
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Уравнеше производящей окружноети круга, плоскоеть котораго пер- 

пендикулярна къ оси з, выразитея такъ: 

8=8В, 2+ у’=а*. 
Условное уравнеше 9—0 примемъ въ этомъ случа 

(а— +=, 
тдЪ замфнивъ @ и В ихъ величинами, получимъ уравнене 

(уу 

поверхности кольца. Уничтоживъ корни въ этомъ уравненш, получимъ 
уравнен1е четвертой степени, а слбд. поверхность кольца будеть четвер- 
таго порядка; впрочемъ большею частью изедфдовашя уравненя этой 
поверхности производять въ томь вид, какъ оно дано здфеь. Вели {> г, 
то эта поверхность имфеть пустое пространетво около оби <, а если 
1<г, то она имфеть сверху и снизу остроконечныя углубленя въ вид 
воронки. 


ЗАДАЧИ. 


1. Опредвлить геометрическое значеше уравненй: Г) 2°--у*-+ = 
—22-+4у-+48 —1=0; Ш) 22+ у? —4е-2у-+18=0; Ш) <*-+4='=9. 
ТУ) у2=28 и У) 92°—4у’=45. 

2. Найти линю пересёченя двухъ шаровыхъ поверхностей: 
ау 5—2? и (а—а)*-+(у—6)°+ (в—с)*=В*. 

3. Опредвлить точки пересфченя поверхности шара: 2? - у*-+3°=14 
съ прямою: 22-8=5 и у—2=-+4=0. 

4. Опредвлить гвометрическее место точекъ, равноотетоящихь отъ. 
двухъ данныхъ плоскостей. 

5. Дана плоскость О и точка А внё плоскости. Изъь данной точки 
проведена наклонная АВ и на ней взята точка М танъ, что произве- 
деше АМ на АВ было бы постоянно, какъ бы не проводили наклонную. 
Опредфлить геометрическое м$ето точекъ №. 

6. А, Ви С данныя точки. Опредълить геометрическое мфето та- 
кихь точекъ Л, для которыхъ: 414? МВ = МС®, 


ОТВЪТЫ НА ПРЕДЛОЖЕННЫЕ ВОПРОСЫ. 


$ 1 
ОТДВЛЬ т 1. Въ четвертомъ. 2. (—2, —5). 3. На оси ординатъ. 
9809,48" @Вл Бони: У28, 
1.70 един. 12. О един. 
ен ы 
т-+пт-р 


4. На оси абециссъ. 
10. 1/34 3060349177247" =7,99. 
1 тт + (в-- р) 
5. 2 1 
18. (—3.9. №. 15. | ма 
(т+тх.-ра,  (т-туь + Ру, | ь 
т-п-р ' т-Ет-Ер 


ву 


КД ии, 
3 


) 


17. (7 = ыы Е, 


р 


18. 3[е,(у„— у.) +2. (у, — и) -+а.@ь—у)+ 


овь + и (Уна У) 2, (у,—-— И). 
19. (7 +72, 2... т, Туту. ту. 
тт -+...+т, тт... т, 


'20. Не лежитъ. 21. На первой лежить, а на второй не лежитъ. 

22. Проходитъ. 28. Не проходитъ. 24. Не проходить. 25. Проходитъ. 
26. 19. 27. -Ми?!. 28. (1, Эи(—-%). 29. Нёть. 

30. Ось ординать. 31. Ось абециесъ. 32. (1,0). 38. (0,0). 

34. Ньть. 35. Ньть. 36. ры ординать. 37. (0,0). 38. (—0,4,0,2). 
89. (18;6). 40. (5,4). 41. (161., 107). 42. Общихь точекъ без- 
численное множество т. е. эти ‘лин сливаются. 43. Нтъ точекъ 
пересфченя.^44. (7,5) и (—5,—7). 45. (1,4) и (4,1). 46. (УТ 
{3,-И И), (-3ИТО и (-3,-УТЩ. 47. (5,3) и (—"—№). 

48. Н»ть. 49. Нётъ точки пересбченя. 50. (—4,7) и (4, иди 

51. НЪть. 52. (2,6) и (—2,—6). 58. я 2,1), (БУ >, 6у 

и (—5/ 2,6%). 54. (5,3) и (2%). 55. (4,2) и (2,4). 

68. Ни какого геометрическаго м%ета. 69. Точву (0,0). 70. Точку 
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(а,5). "1. Двв точки (0,0) и (2,—1). 72. Прямую (у=10), парал- 
лельную ©0и абециссъ. 78. ДвЪ пряныя (у=3, у=—3), паралледь- 
ныя оси абсциссъ. 74. Двь прямыя (5=0, у=0) т. е. оси коорди 
натъ. 75. Дв® прямыя (2=—1, х=— 2), паралжельныя оси ординатъ. 
76. Точку (0,0) и прямую 2=0. 77. ДвЪ прямыя 2=--1 и у=— 1. 
78—89. Алгебраичесвя лини суть: 78, 79, 82, 83, 85 и 89; тране- 
цендентныя суть: 80, 81, 84, 87 и 88. 

90. Окружность. 91. Прямая. 92. Прямая. 

94. Прямая. 95. Прямая. 96. Окружность.,/ 


93. Окружность. 


ОТДЗВЛЪ И. 1. у‘+1°=2. 2. 2у?—г=0. 3. зу УЗ =4. 
4. у’—е—у=5. 5. ана, 6. а?у*— 3а26у+572°=0. 
7. 1) 2°+у=10; 1) 2+? —42-+8у-+10=0; Ш) 2? -+ у? —2@—У2)= 
+6у- 5—4/2—=0. 8. 227+ Зу’—6. 9. ау-+-2=0. 10. 7у?+6жуу 3+ 
+132°=1. 1. 2—3у=8. 12. (у—2)*=2у; 2р(т-у)- 2р°. 
13. 2+ у’—10ху=12. 14. 2ву=1. 


отдзль пи. 1. Лежить. 2. Не лежить. 3. Не проходить. 4. Не 
написанъ члень съ х потому, что коэффищенть при 2 есть нуль, а 
таве члены не принято писать въ уравнени; величина же х будеть 
произвольная, потому что если напишемъ данное уравнене лолнымъ: 
0.2-+3у--4—0, то увидимъ, что данное уравнен!е будеть удовлетво- 
рено всякою величиною х. 5. Отвфть сходенъ съ предъидущимъ отв%- 
томъ 4-ой задачи. 6—13. 1) 7, 11 и 13; 2) 9 и 12; 3) 8 и 11. 
21. (3, ‚2). 22. Нтъ. 23. (—°,—4). 24. Ньть. 25. (4,0) и (0,—2). 


26. 21 Цедин. 27. 51Оедин. 28. 1: Оедин. 29. = 
2(т.— ти ) 

31. Ив. 34. у+4=т(2-+2). 35. у=Ат. 386. т+у=0. 

37. у=2ИЗ. 38. у=е+5. 39. у-=3. 40. у=2680°—2. 


41. у=(2+5)(/?—1. 42. 42—3у+10=0. 43. 3=—4у—10=0. 
44. г—2у—5=0; з-у—2-=0; 22--у—1=0. 45. у_3=—7=0. 
46. у=6. 47. х+4=0. 48. по+ту=0. 49. 72—у+6=0; 
ф—у+3=0; 5х-+у-6:=0. 50. а?у—65'2—а6(а—6)=0. 51. х—Зу-— 
+10—=0 и у_65-+20=0. 52. Пусть @ означаеть длину стороны 
шестиугольника; тогда уравнения будуть: АВ, у=0; АС, у/З ==; 
АР, у=2УЗ; АЕ, 2=0; АЕ, у+=У3=0; ВС, у= а -а} 

ВО, 2=а; ВЕ, у+ИЗ(#—а)=0; ВЕ, Зы: СВ, у+зуз= 
—=2а13; СЕ, ик За; СЕ, Зу=аИЗ; ВЕ, у=ауЗ; БЕ, уИЗ-+ 
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—е=3а; ЕЕ у=(а+а)У 3: 53. Съ осью 2-въ 90°, а сълосьюу-въ 0°. 
54. См. 53 зад. 55. Съ осью х въ 0°, ась осью у-въ 90°. 56. Съ осью 
х-въ 35° 32’ 16'’, а съ осью у-въ: 54° 27’ 44". 57. Съ осью <-въ 
1530 26’ 6'’, съ осью у-въ: 63° 26’ 6". 58. Съ осью <-въ:1148° 7” 48”, 
а съ бью У-въ: 53°7' 48’. 59. Съ осью 2-въ: 30°, а съ осью увъ: 0°. 
60. Съ’ осью ж-вь 0°, а съ осью у-въ 30°. 61. Съ осью въ: 11° 
55' 57", а съ осью у-въ: 18943”. 62. бь осью э-въ 105° а съ 
осью у-въ: 750; 63. бь овью х-въ: 53° 47’55"”, а съ осью у-въ: 23° 
47’ 55’. 64. у+И2=0. 65. з=2. 66. 42-+10у+3=0. 67. 2—0. 
68. И 69. 32+2у—6=0. 70. у=3е-+6. 71. Па-+2у+ 
+11=0; 2) 2-3=0; 3) у+4=0. 72. 2+1=0 73. у=5. 
74. у+5е—2—0. 15. у=*. 76. г-+2=0. 77. 1) 62+4у—1=0; 
2) 2+2у+4=0; 3) у+2=-+3=0. 78. 2—3 =—60325016'(у-+3) и 
9+3 = с0325°16'(#—3). 79. 7е—у=13, За у=7 и Зу—#=1. 
80. ке, За+у+3=0и Зу—2-+4=0. 83. У 1,62. 84. 1, 


85. 9. 86. — 87. 2. 88. 9978" 3959.80. 13180°—= 


Е ь' УЪ- 460875° 


=0,32827. 90. 2/2, ук изв. 91. 4794332". 98. 33941724". 


93. 120°. 94. 29544'42”. 95. 0°. 96. 90°. 97. 90°. 98. 0°. 
99. 15°, 56°18'34” и 78°41'25”. 100. 13°40’16”, 23911'55” и 
14307'48"”. 101. 90°,40536’5”” и 49523,55". 102. 1) 152541'29"'; 
П) 65°16'22'’ и ПП) 18024". 103. т о 104.у+1=—1(5/ 3+6) х 
х (2—3) или у+1=5/3—6)(#—2). 105. у-4=8105°(2—3) или 
8 1 
у—4=415° (2—3). 106. у= И а. 108. ——=+—— о 
Е У65 У55 У65 
=0; а=172°52'30”'; 8=6:У65=0,7442. 109. в 2=0; 


а=150°; 8=2, 110. а=93°48'51'' или 273°48'51"'; 8=0. т и 
а=09, а 8=11. 112. —у—1:=0; 9=270° и 8—1$. 113. 2608190°-- 
— у30190°—4=0; а=190° и 8=4. 114. —2—10/2.56625°—0; 
а=—180° и8—=10М2.5е625°==15,604. 115. 2608352954" + узт3 52954" 
—2—=0; и=352054' и д==2. 116. с03(90°—\/) + узш(90°— /)—4=0; 
&=90°—щ и 8=9. 117. 2603176°- узш176°—24=0; я=176° и 
$94 в. Е аи __ ва— а 

зик(а—@’) 5щ(а— а’) 


==. 
1-- вова 
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119. у+1==(2—1). 120. 32—у+20=0 или 32 +9у—20=0. 
121. у=2+-4 или у=—2-+8. 122. 11у+375-+48=0 или 
37у—112-26=0. 128. зоо (аа) + 90°]--узш[3(а-+- а) +90']+ 
тт = но и ясозКа-ча’) учи (а- т 25=. 
124. А’(ВС’—В’С)-+ В'(А'С—АС’)- С"(АВ'—А'В)=0. 
125. См. предъид. зад. 126. Не имфють. 180. ДвЪ прямыя: х=у и 
х+3=0. 131. Дв® прямыя: у=22 и у=х—1. 132. ДвЪ прямыя: 
2—0 и у—а. 138. Двё прямыя: 2=а и у=б. 134. Двф пряныя: 
2—0 и =—3. 135. Прямую: у-+72-+2=0 и точку (0,0). 
136. ДвЪ прямыя: у=2 и у=— 2. 187. Ни какого геометр. м%ота. 
138. Точку: (0,4). 139. и прямыя: х=0, у=2 и у=—1. 
140. Три прямыя: 2==—8, х=2 и 2=у. 141. ДвЪ прямыя: #=2у 
в а=3у. 142. Двз пряныя: г=—1 и у=2. 143. Двф прямыя: 
у=—25 и у==+1. 144. 1) (0,0) и Ш (1,4). 145. 0 45° и 
1) 36%52/12””. 146. ==у В*—4АС: (А+С). 149—154. Прямыя. 


отдълъ ту. 1. Точки 4-ая и 6-аи лежать на окружн.; 1-ая и 5-ая 
внутри круга; 2-ая и 3-ая вн круга. 2. (1—2) и г=2. 3. (3,0) и 
„=3. 4. (1—1); "=1/ 409. 5. Точка (3,2). 6. Никакого геометр. 
мфота. 7. (2,0), (3,0), (0,6) и (0,1). 8. 1) (3,—4) и (—4,3); П) (0,—5) 
и (—5,0) и Ш) (—3,—4). 9. 2=р6озф +зифут*—р* и у=руф 
=Е0зФу р”. 10. (2,2), (—1,—1),|1(5+733), —К5+И33)| и 
|165 -И33), КУ 33—5) |. 11. (2,3) и (0,2, 3,6). 12. (1,1). 18. (2,3) 
и (2>, 11,). 14. уже. 15. Нить. 18. 2 +у’—аа—бе=0. 


19. 2*+у’—Зе-у=0. 20. ана ИО. 21. 2+4у+ 


—22—3у—3=0. 22. 2+ ууу —9=0. 23. 2-+у-+ту+а-+ 
ИР-®— 2 сою 
эт: 1% Шо 


орд. центра (®, #) и радусъ-=4. 26. Подъ угломь въ 60°, кот. центръ 


. 25. Подъ угломъь въ 120°; ко- 


в Ь я ь 
(т. я) и аа 27. < 49+17=0 и у=4х. 


28. (па-ви- о-ва И—му=най +в). 
29. 2—у—4 и 72+у=30. 30. т=4у. 31. #+3у+уУ15=0. 
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32. «==. 33. —2у-=10=.0. 34. у=—22. 35. 2=0. 


(2% 2)" (- "УЗ =). (1—3) 


36. ху =5. 37. р 9.3 = 


38. = зуз ' 


„"а+и3) —а 
== зу , 39. Уравн. касат. а" —#2—=,), а уравн. 
2%, -+А 
норм. у— у = —@- 4. 40. Уравн. кас. у—у, = Нарве, 
2 В 
а уравн: норм. уу, = а @-— 20. 41. 29+ 32=0. 42. у-52 + 


—19=0 и р 43. у=2(=—1). 44. Зу+3=—9=0 
и 29-32 +4=0. 45. у=1 ну=—5. 46. 22° + у?—6х+2у—15=0. 
47. З2==уу17-3=0. 48. 2+ у?+3=ИЗ—2у/3+3=0. 

49. 27-- у?+2 а Зау-а?=0. 50. [#-— (И + 1] (9 В) Е°. 
53. 2+ у’ 4=—23у=0. 54. 21+ 2у?—3е-—у—5=0. 55. 2+ у?+ 
—65—6у-+-9==0 и 2?-+у?—302—309-225=0.56. 2+ у*—7=—Ту+ 
+12 =0и 9? + 9у°—13=—13у+8=0. 57. 2+ у?—4=-6у—12=0 
и 2+9’ 245+ 6у+128=0. 58. 2-у’—162—12у+75=0 и 
2?- у?+92—32у—225=0. Оть 60—70 задачи включительно, гео- 
метрическя мета суть окружности, за исключенемъь 63 задачи, въ 
вот. гвом. мвето будеть прямая "71. уп’а-- чи?В-нзиРу +... = 
= 60$? а + 603°8- 603? --... и 52а чт В--12у +....=0. 


ОТДВЛЪ У. 1. На парабол6: 2-ая и 4-ая точки; вн параболы: 1-ая 
и 5-ая; внутри параболы: 3-я и 6-ая. 2. 8. 3. (1, 2) и(—2, 8). 
4. (0, 0) и (27,—9). 5. Наль. 6. (0, 0) и (9р, 2р). 7. Парабола, 
кот. ось совпадаеть съ положительнымь направленемъ оси у-въ. 8. Па- 
рабола, кот. ось совпадаеть съ отриц. ен оси у-въ. 9. у=2г. 


10. у’—ра-+2=0. 1. у=а+ 2 ; уголь=45°. 12. у=—ж-+ 


22 
—; уголъ равенъ 135°. 13. у=—-р. 1. Ть=р, №=р, 
--руз и М=ру?. 16. аговт. 16. (Зр,рИЗ). 17. (8р—вуЗ) 
18. (0, 0), Ср, РИЗ) и (р,—РУЗ). > 


( о а?— По ЗРЕНИЕ 
19. Са г Ри ИР Е4а?—р)!./20. у?—= 14а. 21. уз. 


=: 3х. 22. Положимъ дана парабола, которой фокусъ есть Е и дирек- 
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трисса АВ; требуется изъ точки №, взятой вв параболы, провести иъ. 
ней касательную. Изъ точки № опишемъ окружность рамусомь МР, ко- 
торая пересёчеть директриссу АВ въ точкахъ Ки К’. Прямая, прохо- 
дящая чрезъ точку М№, перпендикулярно кЪ прямой ЕК, есть одна иско- 
мая касательная, а прямая, проходящая чрезъ точву №, перпендикулярно 
къ прямой ЕК’, есть другая ‘искомая касательная. 23. Ноложимъ дана 
парабола, который фокусъ есть Ки директриоса АВ; требуется провести 
касательную, параллельно прямой РО. Опустимъ изъ точки Е нерпенди- 
вуляръ на прямую РО, который пересфчеть директриссу въ точк® К; 
тогда, прямая, проходящая чрезъ середину прямой ЕК, перпендикулярно 
къ ней, есть искомая касательная. Если же надо провести касательную 
перпендикулярно къ данной прямой, то рёшене будеть одинаковое съ 
предъидущимь, только пряную ЕК надо провести паралженьно, данной 
прямой. 24. Касательная, проведенная параллельно прямой, составя:о- 
щей данный уголъ съ даниою прямою, будеть искомая. 25. у—62-+ 9=0. 
26. 2—4 +36—0. 27. Зу==2-+9 иу+2--1==0. 28. у+4=2—54=0 
и у 42-54=0. 29. и 0. 30. х-=2у +3=0; 31 Задача не 


ут . 33. 4у+т—9—=0. 34. 95—6бу+ 


+7=0. 35. у=165+24. 36. Уравн. касат. уу, =р(х-+2,—р); уравн. 


норм. у— у, = == (2—1). 37. Уравн. касат. уу, ==р(2 + т, р) или 


возможная. ‚32. у =уЗ 


у "(= ри 38. у’—!х. 39. Данъ фокусъ Е и дв точки Ми 


М’. Изъ точки М олишеиъ окружность радусонь МК, а изъ точки № — 
радусомь М’Е. Касательная къ этинъ окружностямъ есть, директрисса па- 
раболы; зная-же директриссу и фокусъ параболы, приходимъ къ постро- 
еню параболы, указанному въ $ 65. 40. Дана директриева АВ и дв 
точки Ми М'. Изъ точекь М и М’ опустимь перпендикуляры МК и 
М’К’ на директриесу; изъ точки М опишемъ окружность радусонъ МК, 
а изъ точки М’ —радусомь М’К’. Точка пересфченя ‘окружностей есть 
фокусъ параболы, а потому приходимъ къ построению, указанному $ 65. 

41. Дань фокусъ Е, точка Ми касательная РО. Изъ точки Е опус- 
тимъ перпендикуляръ ЕГ на прямую РО и, продолживъ его, отложимъ 
часть ГК==ЕЁ; потомъ. изъ точки М опишенъ окружность, радусомъ МЕ. 
Касательная, проведенная изъ точки К къ окружности, воть директрисса 
искомой параболы; зная же директриесу и фокуеъ параболы, легко по- 
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строить ‘кривую ($ 65). 42. Дана директрисса АВ, точка Модекаса- 
тельная РО. Изъ точки М опустимъ перпендикуляръ МК на директриссу $ 
. и изъ точки же М опишемь окружность радусомъ равнымъ МК. Изъ 
какой нибудь точки’ №, взятой на директрисев, опустимъ перпендикуляръ : 
М, на касательную и, продолживъ его, отложимъ часть ЁН==ЁМ№ про- 
ведя прямую чрезъ точку Н и точку перес®чен!я касательной съ директ. 
рисвою; получимъ въ пересфчени съ ‘проведенною ‘окружностью, точку 
Е, которая и‘есть фокусъ искомой параболы. Зная фокусъ и дирентрис- 
су параболы, легко начертить кривую ($ 65). 48. Положимъ данъ фо- 
кусь Е, касательная РО`и на ней точка М касаня. Изъ точки Ё опус- 
тимъ перпендикуляръ ЕЁ на касательную и, продолживъ его, отложимъ 
часть ГК-ЕГ; чрезь точку К проведемъ прямую; АВ, перпендикулярно 
къ прямой КМ; прямая АВ’ есть директрисва искомой параболы.” Зная 
директриссу АВ и фокусъ Е параболы, легко начертить искомую кривую 
{< 65). 44. Дана директрисса АВ, касательная РО и на’ ней точка М 
кавашя. Означимъ буквою Т точку пересёченя прямыхь АВ и РО; изъ 
точки М опустимъ перпендикулярь МК на директриссу и изъ точки 
же М опишемь окружность радусомь МК. Точно также изъ точки Т 
опишемъ окружность рамусомь ТК, которая пересёчеть проведенную 
окружность въ точкВ Р; точка Р есть фокусъ искомой параболы. Зная 
фокусъь Е и директриссу АВ параболы, легко начертить “искомую ври- 
вую (6 65). 45. Дань фокусь Р и дв касательныхь РО и РО’. Изъ 
точки Е опустимь периендикулярь ЕЁ на прямую РО и, продолживъ 
его, отложимь часть КЕ=Е1; также изъ точки Е опустимъ перпенди- 
кулярь ЕГ на прямую Р’О’ и, продолживъ его, отложимъ часть 
К’ Е. Прямая, проходящая чрезъ точки К и К’ ‘есть директрисеа 
искомой параболы. ‘Зная же положене директрисеы и фокуса параболы, 
легко начертить самую кривую ($ 65); 46. Ри: 2. 


2р? я 2 ) В (» з\: 
60. де +) о (+ ; даина хорды =; + ) . 
2 


4. 
61. : т › тд а есть уголь наклоненя одной изъ прямыхь къ оси 
т 


параболы. 65. 2?-- "($ 2, уе, + бт 0; 


2 
67. аа 1+ . ви ро, ГД т есть тангенсь угла 
наклонешя хорды къ оси параболы. 69. 2*—=2ру. 70. 2'+2ау=0. 


7. у—2ре-+р?. 72. (0,0) и (2р,2р). 78. Уг+Иу=УРу?. 
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1 В 
74. (у) 4реу зо. 79. 2 2рй)° во, РА 


р Ут 
81. ии. 86. Уравнеше одной параболы : у°=2рх, другой: 
а ‚р Зи2 
=) =%(+ о ) ; откуда: ЗИ, и у=(=уИ2)р. Раз- 
ян!е между ними =4р. 87 8/10. 88. 231. 89. г. 90. 14. 


. итп. 92. 11. 98. р. 94. 13201 ф. и 599 ф. съ точи. до 1. 


2 $ |. 
95. во ив Э6. 87°25’ и 3536’ съ точн. до 1’. 
Оть 97—104. включит. геометр. мёета суть параболы. 105. Прямая. 
106. Парабола. 107. Прямая, кот. уравнеше х-+-р=0. 108. Кривая 
кот. уравн.: 2=1!ру? 109. Парабола. 110. Парабола, у которой вер. 
шина въ точкВ 4, а фокусъ въ точкё В. 111. Парабола. 112. Исвомое 
теом. мфото есть прямая, кот. уравн.: 22--р--р’=0, гдё ри р’ суть 
полупараметры лараболъ. 113. Парабола. 114. Если точки касашя взя- 
ты по одну аторояу оси абсцисеъ, то уравнеше искомаго геом. мёста 


веть: у Ще те а ебли точки касашя взяты по разнымъ сто- 
ронамъ оси абецисеъ, то уравнен!е искомаго геометрическаго м®ета веть: 


4 Я 
у—=— (в) т 


ОТДЪЛЪ \1. 1. 2-ая и 4-ая на эллинов; 34я и 5-ая внутри, а 1-ая 
, 2 р 
вн эллинса. 2. У2 и ув. 3: У:. 4. Элл:шеь, кот. полуоеи суть: 


а=2 в 6. 5. (= 9 
ИИ ии $? 


7. (2,—*). 8. Нить. =. 10. (= “ув, в - ии. 


п. ее, =2/ <= . 12. и низ, 
Г а? 


) 6. (2,1) и (+45). 


1-е 


2 у г у 
а? а ть 
ры -— 28 


15. ти + =0. 16, у+ег=а; а 
25 


13. а2у?-+ 2а%у +5? —0. 14, 
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ЕЯ ити 
17. у= > —@е', №М= И @+с . 18. е опредфаяется изъ уравне- 
й Бе 
вя: е-е—1. 19. у= а а) и У— ар} Прамыя параллельны, 


|} 


если 2—1. 20.2 1, [= а —е?) 
с 


Те Че | 
{ 


ас(ь- а), 3 ь 
21. —3|} Прямыя будуть параллельны, если с=аф." 


22. 24*— ат, (1-е 
а(1-е*)—2ех, 


2) р 1 

. 23. у=— (1+6 (2—а); акс ведя. 

24. т—Зу+4=0и 23=— 21у=52. 265. 2у—62=13 и ба—2у=13. 

26. «= -=1. 27, у==ЕИ%. 28, 22—Зуз8-=0. 29. у=-уб. 

30. х==1,5. 31. «—2у-1=0. 32. М=У; №=ИЕ 
33. Положимь данъ эллинеъ, котораго уравнение: а?и?+- 62—26? 
и точка вн№ его (а; В). Означивъ буквами 2, и у, координаты точки 
касашя для касательной, проведенной изъ точки (9, В); найдемъ, что ея 
уравнене есть ($ 95); а?уу, +6, =а%?. Но эта касательная прохо- 
дить чрозъ точку (а, 8), а потому а?Ву, - 6?ах, =а?6*; кромф того точка 
(2, У.) чежить наэллнис®, а потому: 439, 2+ 62%, °=—а6*?. Решивъ эти 
два послёдн!я уравненя относительно 2, и у,, найдемь двз пары рьенй 
т. е. что изъ точки (а, В) къ эллипсу можно провести только дв ка- 


сательныхъ, 34. (= 


а? Ь? а $ 
=———). 35. ит 
ув. У Эт) (= 102 ) 


а? 6 ы 4 
36. (= у г =ужря) 87. См. рБш. 34-0й зад. 


зв зВНИ тр. ст с? 
38. При == у ат?- 65°. 89. При == -———. 40. -—. 

И а?-+6т? Ь 

41. 527+ у?—=9. 42. 2/3? + у-=2(/З-2). 43. 4249 = 
44. 3х?-+4у?—=4. 45. 2*-+2у?—3. 46. 2 3у*—=4, 47. Данъ эллинсъ, ко- 
тораго фокусы суть: Еи Е’; оси: 2а и 26 и точка № внЪ эллипеа. Изъ 
точки М опишемъ окружность радусомь №, а изъ точки Е’ опишемь 
еще окружность, ращусомь 24, которая пересёчеть первую окружность 
въ точкахь Ки К’; соединимъ прямыми фокусъ Е’ съ точками Ки К" 
и означимь точку пересфчене прямой Е”К съ эллиисомъь буквою М, а 
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точку пересфченя прямой Р’К’ съ эллипсомъ-же буквою М’. Прямыя 
ММ и ММ’ суть касательныя. 

48. Пусть Еи К’ суть фокусы, 2аи 26—0би эляицса, РО — данная 
прямая. Черезъ точку ЕЁ проведемь прямую ЕГ, перпендикулярно къ 
прямой РО, а изъ точки Е опишемъ дугу рамусомъ 2а, которая пере- 
сфчеть прямую ЕЁ въ точкахъь Ки К’; дальньйшее построеше такое 
же, вакъ и въ предъидущей задачв. 

49. Решене тоже, что и въ 48 зад.; только прямую ЕЁ надо про- 
вести не перпендикулярно къ РО, а параллельно ей, 

50. Черезъ какую нибудь точку эллипса проведемъ касательную СР 
‘и еще прямую ЕС. которая составхяла-бы данный уголь съ прямою СО; 
проведя къ этому же эллииеу касательную С”О’, параллельно Еб, полу 


чимъ двЪ искомыхъ касательныхь: СД и С’П’. 


51. Кратчайшее разстояне равно малой полуоси, а наибольшее —боль- 
10 полуоси. 

52. Сумма разстоянй отъ точки эллинса до фокусовъ равна большой 
оби, а потому начертимь эллипеъ, какъ указано въ $ 88. 


53. Даны фокусы Ри Е’ эллипса и касательная РО. Изъ точки Е 
опустимъ пернендикулярь ЕЁ на прямую РО и, продолживъ ого, отдо- 
жимъ часть КЁ-=ЕГ; точку К соединимъ прямою съ точкою ЕЁ’, кото- 
рая перес®четь прямую РО въ точкЪ М; точка М всть одна изъ точекъ 
искомаго эллипса; далъе черчене не представляеть затруднешя (зад.*5 2) 


54. Данъ фокусъ Е, вершина А и касательная РО. Изъ точки Е 
опустимъ перпендикулярь ЕЁ на прямую РО п, продолживъ его, отло- 
жимъ часть СК==РЕ. Черезъ точки А и Ё проведемь прямую и на ней 
опредфлимь такую точку Е’, разность разстоянй оть которой до КиК 
была бы равна КА (Отд. третй, зад. 306, въ сбор. гвом. зад., изл. мною); 
точка Е’ есть другой фокусъ эллипса. Имфя два фокуса эллинеа и точку 
его М, приходимъ къ 52 задачь. 

55. Даны касательныя: РО и Р’О’и на касательной РО точка М 
касаня; также данъ фокусъ Ё. Изъ точки Е опустимъ перпендикуляръ 
Р, на прямую РО и, продолживъ его, отложимъ часть ЁК==ЕГ; также 
изъ точки Е опустимъ перпендикулярь ЕЁ на прямую Р'О’ и, продол- 
живъ его, отложимъ часть /К’==Е; точку К соединимъ прямыми еъ 
точками М и К’, а изъ середины прямой КК’ возставимъ кь ней пер- 
пендикуляръ, который пересфчеть прямую КМ въ точк® Е. Точка Е’ 

25" 
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есть другой фокусъ искомаго эллипса и потому имфемь два фокуса Ри 
Е’ и точку М эллипеа (зад. 52). 

56. Данъ фокусъь Е и касательныя: РО, Р’О’, Р"О". Изъ точки Е 
опустимь перпендикуляры: ЕЁ, ЕЁ и ЕЁ" на прямыя: РО, Р' О’ и РО"; 
продолживъ эти перпендикуляры, отдожимь на нихъ соотв®тственно 
части АГ, К и К", равные ЕЁ, ЕЁ и ЕЁ". Совдививъ точку К 
съ точками &’и К’’, возотавимь перпендикуляры изъ серединъ прямыхь 
КК’ и КК”, которыз въ пересфчени дадуть другой фовусь К’ эа- 
липа; если же соединимь прямою точву Е’ съ К, то эта прямая пере- 
сЪчеть касательную РО въ точк® М, которая принадлэжить эллинсу. 
Далбз приходимь къ черчению эллипса, которое указано въ 52 задачь. 

57. Положимъ даны оси эллипса: 2а и 26, гдЪ 2а> 26, фокусь Е 
и точка ЛИ. Изъ точки ЛГопишемъ дугу радусомь 2а—МЁ, а а ТО 
Е радусомь 2/ а*—6*, которыя пересзкутся въ точкь Е’. Точка К” есть. 
другой фокусъ эалипса, а середина прямой КЕ’ есть центръ эллипеа. 


2Иби а, — а? 


2 
58. Е 59. . 63. 


2? | жНу, 9—6? 
64. СИ 65 дмуиноь : . 
"ов! Ку +612 =а76°. 18. 65°. 80. 2+ у? 
— (ае+<, < —9у, + аех, =0. 82. Если точка (й, К) лежить между дирек- 
а?5? 


триссами, то искомая сумма равна въ противномъ же 


уе 


случаз, сумма равна до ь. Ъ 
учаЪ, сумма р Куинси гдф знакъь беремъ такой, чтобы 


сунна была бы положительною. 83. у==е-5у ай, 
а" — Вейс") 98. (- ау, =) 


90. — пиыт т 


ра а ау +6 
100. и, чит. 101. 6х(6х, —ау, )+ау(ау, + 5х, )=а6. 


115. г=-4,5. 16 а'+2у?=25°. 120. туз. 

а-6 а—5\* ЕЙ 
“р ) — (>) . 122. Эалипсъ, кот. оси 2аи 2/а?—с*. 
123. Эллипеъ, котораго оси суть: 2а и 45. 
2 (16 —с*) 
и, 


121. ч=т(* 


124. Элхлипсь, котораго оси суть: 276 и 
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125. Эалипеъ, котораго оси суть аи 6. 126. Эллинеъ, кот. обиаи 6. 


Гада Иа? 6? 
127. Эллинеъ, котораго оси суть: Ее г т И. > ый ГВ № 


и К суть координаты данной точки эалинса. 
: отв а 
128. Эалипеъ, у кот. оси 2 и 2". ——, М то". 
т- п 
а3- с* 
и 6. 


129. Эллипеъ, у кот. оси 


130. Эллипеъ, котораго оси суть а и 6. 181. Окружность, которой 
центрь въ центрв эллипса и ралусъ равенъ а-5. 132. Окружность, 


кот. радусъ равенъ уг +6? 133. Эалюнеь, у кот. оби 2 и ЗтА, 


тдв т есть произв. №, а К основ. треуг. 185. Злинеъ, кот. оси суть: 
2а* 2 

2“ п За. 136. Эалипеъ, котораго оси суть: 2аи т 

ь ау 

138. 2(5?-+ у?)*=а’2*-+ 63° 139. Прямая, проходящая ров т Е. 


9 


ул в 
141. Эллипеъ, котораго оси суть: 2с и Г. 
26с 


142. Эллипеъ, котораго ови суть: 2с и ——. 
ас 


отдзлъ уп. 1. 2-ая и 4-ая на гиперболь; баян 'б-ая между 
зЪтвями гиперболы, а 1-я и 3-я внутри гиперболы. 2. Зи $. 3. И5. 
4. Гипербола, которая пересфкаеть ось абециееь; действительная ось 


з 3 
- | а , 
равна ?, а мнимая '›. 5. а 6. Гипербола которая пересЪка- 


10 5 


етъ ось ординатъ; дЪйствительная ось равпа ;, а мнимая 5. 


7? у? Г. Ё 
л. о в) 0283) к (9.3). 9. па, 9). 
10. (5,—=). 11. Нёть точки пересфчени. 12. с*л,. 13. Возьмем уравн. 
типерболы: а?у?-— 62° = — а*6? и урави. эллинеа: а “у 2-6, 22° = а, 61°; 


а _ 
откуда == ее а. вы = +оы аа, 6 


3 — 
14.“ 1б.у—ег—в Рут с’, 16. в еу= се"; 


ый 


6—5 : 
=лу 4" +0". 17. Задача невозможная. 18. = @+4) и 
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ша 19. И т Е еаиОВыНИ ыы 
а?е 6? з Г) 


а) ао. 


Зас—а(1-е?)х, 
6—6 ’ с ; 


20. [ В аЕНы 
а(1-е) —4ех, 


зы 1 
22. у=(1-+е)(#—а); акс в пен 23. 25 —9у=5 и 162+ Зу=. 


=25. 24. 82—у=15 и 82—у=—16. 95, 2 =И?. 26 2 
: : . . = Их. „ у=-. 
27. 55—2у==2,21. 28. == 29, 2у_—32+16=0и ы 
2у—32—16=0. 30, у=— 32-5 2,5. 31. Урави. кас. у, + уз, = 24°, 
а уравн. норм. т2,— уу, =, °— у, °. 32. См. отд. УП, зад. 33. 
3 у? а?/З 62 ) 


38. (= ей ат) .( Е зы 
У“— уз— У3а—0” Уз —в 
35. ( 


а? ь 
——. -=— 
у Ружея) 
38. (м. отл. УГ, зад. 47. 39. См. отд. УГ, зад. 48 и 49. 40. (и. 
отд. УП, зад. 50. 41. См. $ 117. 42. См. отд. УТ, зад. 53. 43. бы. 
отд. УП, зад. 54. 44. См. отд. У, зад. 55. 45. См. отд. УТ, зад. 56. 


‚ 36. 32 у?-—9. 37, 2 — ув, 


46. См. отд. У зад, 57, 47. 9 ву— 6 

. См. отд. У зад. 57. ре 52. ау — иг — аб". 
МЕЛ т Е 

58. И 54. В. 87. г=-?. 89. у=-<= Их. 90. 1. 


& 
радусы окружностей, которыхъ центры О и О’, и В> Е’, то искомое 
геометрическое мЪфсто есть гипербола, у которой д®йствительная ось. 
равна В—В', а фокусы въ точкахь О и 0’. 99. См. предъид. рёшенйе. 
100. Гипербола, которой оси суть: 2а и 46. 101. Гипербола, у кото- 


2(с°— пб?) 


91. гу=:; 6000'=У 24. 92. 2 Зу’—6. 98. Ели Ви В’ суть 


рой оси суть: и 216. 102. Гипербола, которой оси суть: а и 6. 


103. Гипербола, у которой оси суть: @+си о, 104. Гипербо- 


ла, у которой оси суть; аи 6. 105. Гипербола, у которой оси суть: 
Юй 
2, г. тд й ий суть 
координаты данной точки. 107. Гипербоча, у кот. стороны угла суть. 
ассимптоты. 108. Гипербола, для котор. данныя прямыя суть аесимп- 


а ифи центръ которой находится въ точкь ( 


и. 
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тоты. 109. Гипербола, которой оси суть: ы и 7 тдв  означаетъ 


9 


2 
длину данной прямой. 110. Гипербола, у которой оси суть: 2е и . 


111. Гипербола, у которой оси суть: 2а и 26. 112. Гипербола, у ко- 


2 
торой оси суть: 2аи — 113. Гипербода. 114. Гипербола. 115. Кривая, 


ИЗ 2 2 
кот. уравн. трыя пи. 116. Гипербола, укоторой 


оси суть: 2с и =. 117. Гипербола, у кот. оси суть: Зум 


А мы 
и ие, тдё а есть большая, аб малая полуоси эллипса. 


отдвлъ ут. 1. Ни какого гвометр. мзвота. 2. ДвВ прямыя: 
}=2—2 и з=1. 3. Никакого геометрическаго мфета. 4. ДвЪ пря- 
мыя: У-=32 и у=2. 5. Эллипеъ, у котораго даметръ: у=за-1. 
6. Эллипоъ, котораго даметрь: у=!(е—1). 7. Гипербола, которой 
даметрь: у=-— 2-1. 8. ДвЪ прямыя: у=2=-+ (2—3) УЗ. 9. Двъ 
прямыя: у=(И1==1) 2—1. 10. Гипербола, кот. мМаметрь у=2х. 
11. Гипербола, кот. даметрь у=—3(2-+1). 12, Ни какого геом. м®ота. 
18. ДвВ прямыя: у=!(3—2) и <=3. 14. Эллипеь, кот. мМаметръ: 
у=—1(@+2). 16. Гипербола, кот. даметръ: у=«р—1. 16. ДвЪ пря- 
мыя: у=-=2/3+3=2У3. 17. Двё прямыя: у--2-+ 1==0 и 2=3. 
18. Парабола, кот. уаметръ: у=2. 19. Парабола, кот. даметрь: у=5. 
20. #—=—3 н у=2—4. 21. у=1 и 2=1. 22. у=+(е—5). 
28. у==(@+1). 24. у=е-+2 и 2=1. 96. #=1 и у=—@2—1. 
26. у=2-1 и 2=0. 27. у=1их=—1. 28. Эллипеъ: 4а-- 8 у==7; 
1—3 и #=— 1. 29. Эллииеь: 22? 3у’—12; в2а=—5. 30. Ни 
какого геом. м8ота. 31. Точку (3,3). 32. Эллипсь: (10 2И 17)? 
+ (10—2ИТРу=7; 5=2: и #=2; 62а=4. 38. Залипоъ: 
(1+3 2+ И-УЗТу; АЕ и #=Ь—1; &—=40716'8". 
34. ДвВ прямыя: у-+ 32=1 иу_2=3. 35. Гниербола: 162°—8у=17; 
=—1и#=0. 36. Гипербола: 2?—у°-+2=0; в2а=з. 37. Гипербо- 
аа: 322—412; в2а=т, 38. Гипербола: 9С//10--1)2- 
—90/10—1)у°—=20;=—5 ий 2 а. 39. Гипербола: 3—1; 
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Аи =) 2а=р— 0,15. 40. Гипербола: 2—у=6; }=—2и 
к—3. 41. Никакого геом, м®ота. 42. ДвЪ прямыя: У=— у и 
5У 10 


48. Парабола: у’=—32; а—0; = и #=0. 44. Пара- 


бола: ЗИЗу+а-=0 4=45°; =Жу2 и &—=1И2. 45. Парабола:; 


12; ва =^. 46. Парабола: = в—45°; В=0 и = 

47. За? Зву -+ 2-30 —4у==0. 48. 2+ 4жу-+4 —2ж-4у=0. 
49. 9а—14ту-+ + 182—690. 50. Условие: Р—р1+9=0; 
уравн. прямыхъ суть: у=Ф-+р—1 и в--=0. 51. При =—®, ДВ 
прямыя; от т —® 20 т——1 пред. элаиноъ; отЪ т—-1 0 #= 
— гиперболу; при т—=+—двЪ переобиающ. прям.; отъ т дот=1 
—- гинерболу; при т—1-— прямую: у==<; прит> 1 эллипеъ, а при #==52 
дв парал. прямыя. 59. Е =0, 0=0, а Е> ви <0. 53. (9— ах)? 


Е 


—а—1=0. 54. у'—2ту+ (ва + 40, т5 а означ, абе- 


циссу точки касаня. 55. Вели (а, 0) и (0, 6) суть точки касаня, то 
искомое уравн. есть лу Забув —да?фу дара" =, 
56. Коли т>п, т0 эллипс; если т-=и, то парабола, а вси т<®, 
то тинербола, 57. Эллинсъ. 58. Гипербола. 59. Гипербола. 60. Гипер- 
бола. 61. Гицербола- 62. Гинербола. 63. Если данная сумма 604%, 
равна или мене ли центровъ, то искомая вривая будеть эллинеъ, 
царабола или гинербола. 64 Гипербола. 65. Гинербола. 66. Пусть 
ги” рамусы круговъ Оп 0’. Если а=0, то окружность; воли 
а<!", то эллинов; води а="', то парабола, а вели а>г.. то гипер- 
бола. 87. Пусть а и а’ означають разстояны точекъ Аи А’ до начала 
координать, находящегося между ними; тогда, воли а—а', то иском. гвом. 
ибото есть парабола, а воли @> или <а', то гипербола. 68. ОА=а, 
ОВ и # постоянное чиел9. Коли #<4, то зллипеъ; вси 2—4, 
то параболу; если №4, то гиперболу, а воли &—2, то лв» прямыя. 
69. Гипербола. 70. Если точка С лежить между Аи В, то искомое 
теом. мбето есть типербола; если точка С ложить не между А и В, 
то искомое геометрическое мото есть эллицеъ, 


Отд. 1Х. 
ОТДВЛЬ 1х. 1. Эалипсъ, у кот. оби суть: 125140°—=7,7135 саж, 

и 2454120°/ 9150°=7,1843 саж. 

4,625112 3048" и 405912" 

31 18548'48” 91 18048748" 

—0,98792 дюйма. 3. Парабола, кот. паранетрь= 3868871 952'19'' = 
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2. Гипербола, кот. 00и СУТЬ: 


=5,791 дюйма и 9.245111 1°51'30” У 


‚— 0.41159 фута. 4. Вы (фиг. 165). 5 и 
. . 25-+р Е м 44° 
(фиг. 166). 6. (а?ну-нав) += "(а у") (фиг. 167). 

ЕВ 


71. у= = (а-+2) у — (фиг. 168). 8. ау = (а?— у?) у)* (Вон- 


2х 


(Фиг. 165). 


(Фиг. 166). 


(Фиг. 167). 
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з 
хоида) (фиг. 169), 9. ау’ Ву 0 (фиг. 170). 


11. (279?) —4а727у°—0 (четырехленестный вфичикъ) (фиг. 170. 
(Фиг. 169.) 


отдель х. 2. 8=У 34—306037557'12”—5,127. 
3. а= =1(5542942' + 155126022'32'’ — 3516954'32”') = 3,6263. 
5. Три прямыя. 6. Ни какого геом. мфота. 7. Двф прямыя: 0—1 
и (= т. 8. Спираль архимеда (фиг. 172). 9. Гиперболическая спираль 
(Фиг. 172). 


> 
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(фиг. 173). 10. Логариемическая спираль (фиг. 174). 11. Фиг. 195. 
12. Фиг. 176, 18. 1) ".И2е0з (0—45)=а; Ш) "= 590. 


(Фиг. 173). (Фиг. 174). 


(Фиг. 175). 


14. Пу. ато В) И у= ао ==; 11) 2у=а?; 


1У) (22+?) =а*(°—у?); У) е-у? = (2а—<)*; УП) (222+ 2у— аз)? 
=0*(°- у?). 15. 603 * —ут $ =2а, 


г а 80, — 0,) 
16. гзш(й, 9—0) =гзшо. 17. к а 
18. (2а,1т); Дэ. 19. 1т. 20. Окружность. 21. 1) "=И% 
22 2 2 
И Ш = М) = 
3-У 36050 е З+У 316050 "у 
22. Пе?" П) 927+ 12—64; Ш) 252—208 и 1) уз, 


п) г= 


28. чёт. 24. кво ) гдВ а воть сторона треугольн. 


УЗ 
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27. п=- В. в0зе(&—0), дв В радуеъ окружности, а я уголь между каса- 
тельною и полярною осью. 28. „-- 2831.0. 29. гуш(20' —0)=2Взше0’. 
30. р=28с0$(0— а). 31. Окруж- 


— И ность и прямую. 32. г(есо: 031.0) 
В! —а(1-—е”); (0 Е с6050) = 
а Ув == а(1-+"); гзш0= =5, 
М, о 
ЧеооайОНУ 5 
$10) 
р р®ш. 33 зад. 35. „(а?зи! 0-+ 6?е03°6) 
А =296%с0:0. 86.^°(ау и’ 0600) 
—=-+а*5°, гдф верхи! знаки дая эл- 
липса, а ниже для гиперболы. 
39. с= 960320 — сс0$0, ль 2а= АВ, а 
с==0С (фиг. 177). 
ОТдДвлЪ хг. 1. УТб. 2. 60°. 3. 2005169 26е0380° | 


и У 12695165. 5. а=УИ41—14/3; соз(аа,)= (4--7ИЗ): 
:Уи-—143; 8. УВ. 9. 95: 


тх,--пж ту, -+пу, 


ОТдвльхи. 2. (2, 3,—5). 3. 3. 4. ( И а 


о Е Е Е О 
Е. 5. т 4,—2). 6. 5, У/13 пу?0. 7. Точка (0,0,09. 


8. Точка: (3,—1, 0). 9. Ни какого геом, м®ета, 10. 1) ДвБ плоскости, 
‘парал. плоскости Оу; Т) ДвВ плоскости: 2=—8 и в=2; Ш) Прямую: 
06ь з-въ и плоскость, параллельную плоскости 20у. 


Ив и Еы 
ОТДвлЬ хи. 1. о =. 2. о № 
а ОНО 
с а с а Г с [2 — с 
ха у в 2абс 2 абс 
ао 
= 6 с Иа? У 225+ а2с8-+ 6% 
За с 
8. агссоз 8 9. агссоз 


У@+ с) 655) } Учета йеч Ее?) 
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Отд. ХШи МУ. 


а 6 — с 2 
10. 60 аз аа 
13 Ах-- Ву-+ С5+0__ А’ Ву С’з+ 1’ 
° Аа-+ ВВС А’а+ В+ бо" 
=Р(А'=-+В'у-- С’); увлове О% А’? В’? 0") = "(АЗ В+ 0°). 
15. (в—а)т(е—с')—п(6—0')|+....==0. 18. 8/2. 19. (е--а)х 
Х(тт'—пп')-+...=0. 20. 60°. 21. Четыре прямыя. 22. Данное уравн. 
можно написать такъ: (26058 — 96059) ?-+ (9605 —3 3038) (= 305а —2605/ = 
о Е: 
сова бое = 505 
24. а1--6' + с*--2а6с =1. 25. (р,с0за — роза, 2-Е (р,605В —ро0з8, у) + 
= = 0, тдЪ (р, 6084 — реза, )?-+ ( р, 6088 — 6058, )°- (р, 605/—рс08, )=0. 
26. Дана точка (а, 6, с) и илоскости: Аг-+Ву-+С3+р2=0 и А'ш-+ 
+ Ву-С'-+10'=0; иекомов уравн. (2—@)(ВС'— В'С)+...=0, 
И ПИ. 
У 21+) УЗ 


14. р(Аг-- Ву- С®)= 


0 откуда видимъ, что представляеть прямую: 


‚ТА АИ тт + пп.. 


ОТдвлЪ хту. 1. 1) Поверхн, шара, кот. центръ въ точе (1,—2,—2) 

и радусь=4. И) Ни какого геом, мЪста. Ш, № и У) Цилиндри- 
ческя поверхности. 2. Окружн., опред. уравн, а? а? и 
2ах + 36у-+ 2с3 =а?- 6? с*—В*. 3. (1,2,3) и (2,—2:9, М). 
4, 5 „6 поверхности шаровъ. 


КОНЕЦЪ. 


